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正则轨道的存在性与有限群的幂零长
Ξ

王　燕　鸣
(中山大学数学系,广州510275)

摘　要　本文给出了一些正则轨道存在性的条件,结合A. T uru ll的近期定理,得到

了关于有限可解群的幂零长的一些结论.
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§1　引　言

考虑有限群G在其作用群A 的作用下的不动点子群CG (A ) 对G的幂零长的控制是群论研

究中颇为重要的课题[ 1 ]- [ 4 ]
. 探求正则轨道的存在性对群论中的一些其它重要问题也很有帮

助. A. T u ru ll已将著名的幂零长猜想在很大程度上化为正则轨道的存在性问题[ 1 ], [ 2 ]
,Berger,

H argrave, Gow 等人对A 为幂零群时的情形有深入且复杂的讨论[ 8 ]- [ 10 ]. 本文对正则轨道的存

在性的一般条件作一些探讨,利用Gluck关于奇阶置换群的一个深刻结论,对A 为奇阶群的临

界情形加以刻画. 作为应用,简化并推广了一些已知结论.

§2　正则轨道的存在性

引理 2. 1　 设有限群 A 作用在集合 V 上, 则 V 上有 k 个正则轨道当且仅当 ûV

- ∪
g | CA

(V )
CV (g ) û ≥ k ûA öCA (V ) û ,其中 k 为任意正整数.

证明　设 ûA : CA (V ) û = n且 1 = g 1, g 2,⋯, g n为CA (V ) 在A 中的全体陪集代表. 如果V

上有 k 个正则A 2轨道,设它们分别由 x 1,⋯, x k 产生. 则任取 x
g j
i , 1≤ i≤ k , 1≤ j ≤ n ,有 x

g j
i

| ∪
g | CA

(V )
CV (g ). 事实上, 若存在 g | CA (V ) , 使 x

g j g
i = x

g j
i , 则 g jg g

- 1
j ∈ CA (x i) =

CA (V ) ü N A (V ) = A . 故 g ∈CA (V ). 矛盾. 从而 ûV - ∪
g | CA

(V )
CV (g ) û ≥ kn.

反之, 若 ûV - ∪
g | CA

(V )
CV (g ) û ≥ k ûA öCA (V ) û. 任取 x ∈V - ∪

g | CA
(V )

CV (g ) , 均有 ûx
A û =

ûA öCA (V ) û. 事实上, x
g i = x

g j当且仅当 x
g ig

- 1
j = x ,当且仅当g ig

- 1
j ∈CA (x ) 及 x ∈CV (g ig

- 1
j ).

由 x 的选取知 x ∈CV (g ig
- 1
j ) 当且仅当 g ig

- 1
j ∈CA (V ) 当且仅当 g i = g j. 此外 x

A 必为正则A 2
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轨道. 事实上,若 g ∈CA (x ) ,则 x ∈ CV (g ). 由 x 的选取知 g ∈ CA (V ). 这样, {x
g 1 , x

g 2 ,⋯,

x
gn }恰为 x 产生的轨道 x

A
. 由已知的不等式知V 上至少有 k 条正则轨道.

引理 2. 2　设群A 为D edk ind群 (即A 的每个子群皆为正规子群). 如果A 不可约地作用

在集合V 上,则V 的每个元素都产生一条正则轨道. 特别地,若 ûV û 有限,则

ûV û ≡ 0 (modûA öCA (V ) û ).

证明　任取 x ∈V ,如果 g ∈CA (x ) ,则 x
g

= x ,故 x ∈CV (g ) = CV (〈g〉) ,但因〈g〉ü A ,

CV (〈g〉) 是V 的A 2不变子集. 由于A 不可约地作用在V 上,有CV (g ) = V ,即 g ∈CA (V ). 即

x 产生V 上的正则轨道. 由于A öCA (V ) 忠实地不可约地作用在V 上,若 ûV û 有限,则由前面所

证易知A öCA (V ) 有限,且V 的每个元素 x 产生的正则轨道的长度为 ûA öCA (C ) û ,从而 ûV û =

m ûA öCA (V ) û ,其中m 为V 中不同的正则轨道的个数.

引理 2. 3　设群A 作用在群V 上,如果V = V 1×V 2×⋯×V m ,其中V i为A 2不变子群,

如果对每个 i∈ {1,⋯,m },V i上有 k i 个正则A 2轨道,则V 上有∏
m

i= 1
k i 个正则A 2轨道.

证明　设 x i1 ,⋯, x ik i
产生V i上的 k i个正则A 2轨道,其中 i = 1,⋯,m ,则 x 1j 1x 2j2⋯x m jm 产

生V 的∏
m

i= 1

k i 个正则A 2轨道. 其中 1 ≤ j i ≤ k i, i = 1,⋯,m. 事实上, 若存在 g ∈A , 使得

(x 1j 1x 2j2⋯x m jm
) g = x 1j1x 2j 2⋯x m jm , 则对每个 i ∈ {1,⋯,m }, 有 x

g
ij i
∈V i 且 x

g
ij i

= x ij i
. 从而 g

∈∩
m

i= 1
CA (x ij i

) = ∩
m

i= 1
CA (V i) = CA (V ) ,即这∏

m

i= 1
k i个元素分别产生V 上的正则轨道. 另外,若存在

g ∈A ,使 (x 1j 1x 2j2⋯x m jm
) g = (x 1j′1

x 2j′2
⋯x m j′m

) , 1≤ j i, j′i ≤ k i,则 x
g
ij i

= x ij′i
对每个 i成立. 由于

x ij i
, x ij′i
产生V i上的正则轨道,由前提条件知 j i = j′i对每个 i成立,即这∏

m

i= 1
k i个元素产生V 上

的∏
m

i= 1
k i 个不同的正则轨道. 证毕.

定理 2. 4　设A 为奇阶群, K 为特征为 p 的域, p 为奇素数,V 为域 K 上的A 2模,V = V 1

Ý V 2 Ý ⋯ Ý V m 且A 可迁地置换集合{V i: i = 1,⋯,m },若N A (V 1) 在V 1上有 k个正则轨道,

则A 在V 上至少有 k 个正则轨道, k 为任意正整数.

证明　考虑集合S = {V 1,⋯,V m },由条件,A 产生S 上的置换,A 自然地产生S 的幂集合

2
S 上 的 一 个 置 换 (方 式 为 {V 11,⋯,V 1i} →

g

{V 11g ,⋯,V 1ig }). 由 于 CA (2
S ) = CA (S )

= ∩
m

i= 1
N A (V i) (固定 S 中的每个元素) ,这样A öCA (S ) 为 S 上的一个奇阶置换群. 由 Gluck 的一

个深刻结论 (文献[7 ]推论 1) 知,A 在 2
S 上有正则轨道,即存在S 1 Α S ,使得N A (S 1) = CA (2

S )

= CA (S ) = ∩
m

i= 1
N A (V i). 由于 A 可迁地置换 S , 可设 V l = V 1g l, g l ∈ A . 由于 (N A (V 1) )

g l =

N A (V l) , V 1有 k 个正则N A (V 1) 2轨道当且仅当V l有 k 个正则N A (V l) 2轨道. 因此不失一般性

可设V 1 ∈ S 1 且有 S 1 = {V 1,V 2,⋯,V l},其中 1≤ l≤m . 若m = 1,则结论自明. 故设m > 1

且V ≠ {0}. 设N A (V 1) = A 1,由于A 可迁地作用在S 上,有 ûA ÷A 1û = m ,设 1 = g 1, g 2,⋯, gm

为A 1在A 中的全体陪集代表且不妨设V i = V 1g i. 因V 1上有 k个不同的正则A 12轨道. 设 x 1产
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生V 1上的一个正则A 12轨道,则由CA 1
(x 1) = CA 1

(V 1) = CA (V 1). 令 x = x 1 + x 1g 2 + ⋯ +

x 1g l - (x 1g e+ 1 + ⋯ + x 1gm ) ,则 x ∈V 且± x 1g i∈V 1g i = V i.

(1)　x 产生V 上的一个正则A 2轨道.

事实上,任取 g ∈CA (x ) ,则

　　x 1 + x 1g 2 + ⋯ + x 1g l - (x 1g l+ 1 + ⋯ + x 1gm )

　　　 = x = x g = (x 1g + x 1g 2g + ⋯ + x 1g lg ) - (x 1g l+ 1g + ⋯ + x 1gm g ). (3 )

　　 先证 g ∈N A (S 1). 如果 g | N A (S 1) ,则存在 1≤ i≤ l与 j > l,使得V ig = V j. 因此 x 1g ig

∈V ig = V j ,从而由 (3 ) 式知 x 1g ig = - x 1g j ,故V 1g ig = V 1g j. 因此 g ig g
- 1
j ∈N A (V 1) = A 1,

即存在 g 0∈A 1使得 g ig = g 0g j. 这样有 - x 1g j = x 1g ig = x 1g 0g j ,即 - x 1 = x 1g 0, x 1g
2
0 = x 1.

从而 g
2
0∈CA 1

(x 1) = CA 1
(V 1). 因A 1öCA 1

(V 1) 为奇阶群,故g 0∈CA 1
(V 1) ,即 - x 1 = x 1g 0 = x 1.

从而 2x 1 = 0,由于 chK = p ,知 p x 1 = 0,由于 (2, p ) = 1,知 x 1 = 0与选取矛盾. 从而有 g ∈

N A (S 1). 但已知N A (S 1) = CA (2
S ) = ∩

m

i= 1
N A (V i) ,故有 x 1g ig ∈V ig = V i. 由 (3 ) 式得 x 1g ig =

x 1g i 对每个 i∈ {1,⋯,m }成立. 由于V 1g ig g
- 1
i = V 1g ig

- 1
i = V 1, g ig g

- 1
i ∈N A (V 1) = A 1. 由

x 1g ig g
- 1
i = x 1 得 g ig g

- 1
i ∈CA 1

(x 1) = CA 1
(V 1) = CA (V 1). 从而对每个 i∈ {1,⋯,m }有 g ∈

g
- 1
i CA (V 1) g i = CA (V 1g i) = CA (V i) ,即 g ∈∩

m

i= 1
CA (V i) = CA (V ).

(2)　V 上至少有 k 个不同的正则轨道.

事实上,如果 y 1产生V 1上的另一个正则A 12轨道,令 y = y 1 + y 1g 2 + ⋯+ y 1g l - (y 1g l+ 1

+ ⋯ + y 1gm ). 由 (1) 知 y 产生V 上一个正则轨道,只要证明这两个轨道不同即可. 如果不然,

则存在 g ∈A ,使 x g = y. 如果 g 把 S 1中的元素都变到 S - S 1中且同时把 S - S 1 中的元素

都变到 S 1中,则 g 为S 上的偶置换,与假设矛盾. 故存在 1≤ i, j ≤ l,或 l≤ i, j ≤m ,使V ig =

V j ,不妨设 1≤ i, j ≤ l. 由V 1g ig = V 1g j ,得 g ig g
- 1
j ∈A 1. 故存在 g 0∈A 1使 g ig = g 0g j. 由于

x g = y ,得 x 1g 0g j = x 1g ig = y 1g j ,即 x 1g 0 = y 1,与 x 1, y 1在不同的A 12轨道选取矛盾. 这表明

x 与 y 产生不同的A 2轨道. 由于V 1上至少有 k 个不同的正则A 12轨道,由上述作法知V 上至

少有 k 个不同的正则A 2轨道. 证毕.

定理的条件中关于作用群A 为奇阶及域 K 的特征为奇数的条件都不能去掉.

例 2. 4. 1　作用群A 非奇阶. 取A = Z 2～ Z 2为 2阶循环群与对换〈(1, 2)〉的圈积. 作用

在群C 3 ×C 3 上,可视作 F3A 2模. 为明确说明,记A =〈z 1〉～〈z 3〉= (〈z 1〉×〈z 2〉) ×〈z 3〉,

〈a〉×〈b〉= C 3×C 3. 作用及定义为 z
z 3
1 = z 2, z

z 3
2 = z 1, a

a1 = a
2
, b

z 2 = b
2
, a

z 3 = b, b
z 3 = a , a

z 2 =

a , b
z 1 = b, a

3
= b

3
= z

2
1 = z

2
2 = z

2
3 = 1. 易知上述方式是良定义的,此时A 可迁地作用在集S =

{〈a〉,〈b〉}上. A 1 = N A (〈a〉) =〈z 1〉×〈z 2〉,显然A 1在〈a〉上有正则轨道 a
A 1 ,但V =〈a〉×

〈b〉上没有正则A 2轨道. 事实上, CA (V ) = CA〈a〉∩CA〈b〉=〈z 2〉∩〈z 1〉= 1,A 忠实作用在

V 上. 而〈a〉∈CV (z 2) ,〈b〉∈CV (z 1) , ûV - ∪
1≠g∈G

CV (g ) û ≤ 3 < ûA û ,由引理 2. 1知V 上无正则

A 2轨道.

例 2. 4. 2　域K 的特征不是奇素数. 考虑C 3作用在C 2×C 2上. 令A = C 2～ C 3为 3阶循

环群C 3 与 3阶置换〈(1, 2, 3)〉的圈积按标准方式作用在V = (C 2 ×C 2) × (C 2×C 2) × (C 2
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×C 2) 上. 具体方式如下: V =〈a1〉×〈b1〉×〈a2〉×〈b2〉×〈a3〉×〈b3〉,A =〈z 1〉～〈z 4〉=

(〈z 1〉×〈z 2〉×〈z 3〉) ×〈z 4〉, z 4 = (1, 2, 3). a
z i
i = bi, b

z i
i = a ibi, (a ibi)

z i = a i, a
z 4
i = a ( i) z 4

, b
z 4
i =

b ( i) z 4
, z

z 4
i = z ( i) z 4

. 对 i = 1, 2, 3. a
z j
i = a i, b

z j
i = bi,对 i≠ j 且 1≤ i, j ≤ 3. 记V i =〈a i〉×〈bi〉.

则V = V 1×V 2×V 3为F2A 2模,此时N A (V 1) =〈z 1〉×〈z 2〉×〈z 3〉= A 1, CA (V 1) =〈z 2〉×

〈z 3〉. CA 1〈a1〉= CA 1
(V 1). 故〈a1〉产生V 1上的正则A 12轨道. 显然A 可迁地置换{V 1,V 2,V 3},又

CA (V ) = ∩
3

i= 1
CA (V i) = 1,即A 忠实地作用在V 上. 显然 ûV - ∪

1≠g∈A
CV (g ) û ≤ 64 < 8û = ûA û ,

由引理 2. 1知V 上没有正则A 2轨道.

§3　应　用

性质 3. 1　设A 为一D edek ind 群, K 上的 KA 2模,则V 上有正则A 2轨道.

证明　对 ûA û + ûV û 归纳,由引理 2. 3,不妨设V 为忠实的不可约的 KA 2模. 由引理 2.

2得V 上有正则A 2轨道.

定理 3. 2　设A 为奇阶幂零群, K 为域, K 的特征为奇素数 p 或为 0. 若 p ùûA û , 则每个

KA 2模均有正则A 2轨道. 若V ≠ {0},则当 chK = p 时,V 上至少有两个正则A 2轨道.

证明　对 ûA û + ûV û归纳. 由于 chK = p ùûA û及 chK = 0都保证KA 2模的完全可约性.

由引理 2. 3,不妨设V 为忠实的不可约的KA 2模. 设N ü A ,由C liffo rd定理[ 6 ] ,V = V 1 Ý V 2 Ý
⋯ Ý V m ,其中每个V i 都是一些同构的不可约 KN 2子模的直和,且A 可迁地置换{V 1,V 2,⋯,

V m }. 如果m > 1,则因 ûV 1û < ûV û ,且 (N A (V 1) ,V 1) 满足定理中的条件,由归纳假设,V 1上有

正则N A (V 1) 2轨道. 由定理 2. 4得,V 上有正则A 2轨道. 故可设m = 1. 由[6 ]之定理 3. 2. 3知

A 的每个交换正规子群皆为循环群. 由于A 为幂零群,A = A q1×A q2 ×⋯×A qn
为 Sylow 子

群的直积. 这样又有A q i
的每个交换正规子群皆为循环群. 由[6 ] 中定理 5. 4. 10 ( i) 知A qi

为奇

阶循环群,从而得出A 为循环群. 由性质 3. 1知V 上有正则A 2轨道.

至于定理的后半部分结论, ûA û 与 chK = p 均为奇数且 p ùûA û. 同前面的归纳证明一样,

可将情形化归为V 是忠实的不可约KA 2模且A 为奇阶循环群. 此时由引理 2. 2知V 的每个非

单位元都产生一个正则轨道. 由于V ≠ {0}, chK = p 为奇数,有 ûV û - 1为偶数. 视A 作用在

V
# 上,有 ûV

# û = ûV û - 1 = k ûA û ,其中 k为不同的正则轨道数. 由前面已知 k≠ 0,故 k≥ 2.

定理 3. 3　设A 为奇阶群,V 为一完全可约 KA 2模, K 为一特征为奇素数 p 的有限域

p ùûA û ,如果对A 的每个截断B ,有 (ûB û , ∏
q∈Π(F (B ) )

(q - 1) ) = 1,并且有m inΠ(A ) ≥ 7,则V 上

有正则A 2轨道.

证明　取V 为使 ûA û + ûV û 极小的反例,由引理 2. 3可设V 为忠实的不可约KA 2模. 由

定理 3. 2的前段的证明,可设A 的每个交换正规子群皆循环. 设 q1,⋯, qn为 F (A ) 的全体素因

子, 令 Z 为 Z (F (A ) ) 的阶为 q1q2⋯qn 的子群. 则 Z charZ (F (A ) ) charF (A ) charA , 从而有

N A (Z ) = A ,且A öCA (Z ) ≤A u t (Z ). 故有CA (Z ) = A . 由[13 ]推论 2. 4,存在 E , T ü A ,满足:

(1)　E T = F (A ) ,且 E ∩ T = Z ;

(2)　T 循环,且 E 的每个 Sylow 子群为素数阶循环群或为方指数为素数的超特殊群;

—424—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



(3)　A 幂零当且仅当A = T ;

(4)　T = CA (E ) 且 F (A ) = CA (E öZ ) ;

(5)　E öZ 的每个 Sylow 子群是初等交换群且为完全可约的A öF (A ) 2模.

基于上述事实,可证如下:

(a)　A 非幂零且 F (A ) 非交换, T = Z (F (A ) ).

事实上,若F (A ) 交换,则由归纳的性质知 F (A ) 循环,由 (2) 知E 循环且 E = Z. 由 (4) 知

T = A ,由 (3) 得A 幂零,由定理 3. 2知V 上有正则A 2轨道,矛盾. 由 (4) 与 (1) 立即得 T =

Z (F (A ) ).

由 (a) 知 E ≠ Z 且 ûE öZ û 为一平方数 (由 (2) 可得). 记 e
2

= ûE öZ û = ûF (A ) öT û. 事实上
e = q

m 1
1 õ q

m 2
2 ⋯q

m k
k ,其中 q是使 E 的 Sylow q2子群为 q

2m + 1 阶的超特殊子群. 由归纳假设及 (5)

知 E öZ 的每个非单位的 Sylow 子群上都有正则A öF (A ) 2轨道. 故 ûA öF (A ) û ≤ e2.

令W 为V 的一个不可约T 2子模. T 的每个子群都是A 的正规子群. 因W 上的每个非单位

元素都产生一个正则 T 2轨道,由引理 2. 2知, ûT ûûûW û - 1. 同[13 ]引理 2. 5之证明有V 的每

个不可约 F (A ) 2子模的阶均为 ûW û e
. 对每个 1≠ y ∈ Z (F (A ) ) 有[V , y ]为A 2不变的,故[V ,

y ] = V . 由[14 ]的引理知 ûCV (a) û ≤ 4
9

dim K (V ) 对每个 1≠ a∈A 成立. 由引理 2. 1,只需证

明 ûV - ∪
1≠a∈A

CV (a) û > 0即可导出矛盾,完成证明. 由上式,只要证明 ûV û - ûA ûûV û 4ö9≥0,即

ûV û 5ö9 ≥ ûA û. (b)

由于 ûF (A ) û = ûT ûûE öZ û = ûT ûe
2,从而 ûA û ≤ ûT ûe

4,而由于 ûT ûûûW û - 1,且 ûT û ,

ûW û 均为奇数,故 ûW û ≥ 2ûT û. 又因

ûV û 5ö9 ≥ ûW û 5ö9 ≥ (2ûT û ) 5eö9
. (c)

故欲证 (b) 式只需证明

(2ûT û ) 5eö9- 1 ≥ e
4
. (d)

如果 e不是素数,则 e≥ 49,且 ûT û ≥ 7,显然 (2ûT û ) 5ö9×49- 1
> (49) 4

,故 (d) 式成立.

现只能是 e为素数. 注意到此时由于 E ∩ T = Z ,知 eûûT û. 如果 e≥ 11,由 (2 (T ) ) 5ö9×11- 1

≥ (22) 4 > (11) 4 知 (d) 式成立. 下面只需证 e = 7时 (b) 式成立. 事实上只要证 (2ûT û ) 35ö9 ≥

74ûT û ,即证明 235ö9 ≥ 736ö9öûT û 26ö9. 因 ûT û ≥ 7,故右边≤ 710ö9 = 7× 71ö9. 而左边 = 8× 28ö9

≥ 8× 8
1ö9

> 右边. 故恒有 (b) 式成立,即V 上有正则A 2轨道. 与选取矛盾. 定理证毕.

定理 3. 4　设G 为有限 (可解群) ,A 为G 的作用群,如果C G (A ) = 1且 (ûGû , ûA û ) = 1.

则在下列条件之一成立时, G 的幂零长不超过 ûA û 的素因子个数:

(1)　A 的每个真子群皆为D edk ind 群.

(2)　2ùûGA û 且A 的每个真子群为幂零群.

(3)　2ùûGA û ,对A 的每个真截断B ,恒有 (ûB û , ∏
q∈Π(F (B ) )

(q - 1) ) = 1且m inΠ(A ) ≥ 7.

证明　任取A 的真子群B 及G的B 2不变的不可约截断S ,由G 可解知, S 为初等交换 p 2
群对某个 p ∈ Π(G ) , S 为 Fp 上的不可约的 FpB 2模. 由 T u ru ll定理[ 1 ] 结合定理 3. 1, 3. 2及 3.

3分别得出在条件 (1) , (2) , (3) 下结论成立.

上述定理中G 的可解性条件通常是自含的[ 5 ]
.
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The Ex istence of Regular Order and the N ilpotency
L ength of F in ite Groups

W ang Y anm ing
(Zhongshan U niversity, Guangzhou 510275)

Abstract

W e give som e criterion s fo r the ex istence of regu lar o rb its. Com b ine w ith T u ru ll′s theo2
rem s, w e get som e recu lts on n ilp stency length of fin ite so lvab le group s.

Keywords　so lvab le group s, n ilpo tency length, regu lar o rb it.
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