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关于Genocch i数和 R iemann Zeta-函数的一些恒等式
Ξ

王天明
(大连理工大学数学科学研究所, 116024)　

张祥德
(南开数学研究所, 天津300071)

摘　要　利用计算技巧给出了由Genocci数和R iem ann Zeta2函数组成的和式的递归

关系,得到了一些关于 Genocch i数和R iem ann Zeta2函数的恒等式.
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1　主要结果

形如下列和式

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak = n

B 2a1B 2a2⋯B 2ak

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k ) !
(1)

的研究时常引起人们的兴趣,见[1 ], [ 4 ], [ 5 ], [ 6 ]等. 这里 n≥k 为正整数, a1+ a2+ ⋯+ ak = n

表示对所有满足该式的 k 维正整数组 (a1, a2,⋯, ak )求和. 关于和式 (1)的主要研究方法是对 k

= 1, 2,⋯, 7,逐个利用微分技巧找B n 的生成函数 f (x )的 k 次幂 f
(k ) (x )和 f (x ) , f ′(x )等之间

的关系,然后用B n 将 (1)式表示出来. 显见其计算量大,且不易求得 k 较大时的和式表示. 本文

利用一些技巧给出了下列和式

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak = n

G 2a1G 2a2⋯G 2ak

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k ) !
(2)

与

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak= n

(1 - 2
2a1)⋯ (1 - 2

2ak ) Ν(2a1)⋯Ν(2ak ) (3)

的递归关系和一些恒等式. 这里G n 和 Ν(n)分别表示 Genocch i数和R iem ann Zeta2函数.

主要结果如下:

定理1

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak+ 1= n

n≥k+ 1

G 2a1G 2a2⋯G 2ak+ 1

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k+ 1) !

　 =
4n - 2k

k ∑a1+ a2+ ⋯+ ak= n

G 2a1G 2a2⋯G 2ak

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k ) !
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　　 + ∑
a1+ a2+ ⋯+ ak- 1= n- 1

G 2a1G 2a2⋯G 2ak- 1

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k- 1) !
.

　　推论1

∑
a1+ a2= n

n≥2

G 2a1G 2a2

(2a1) ! (2a2) !
=

G 2n

n (2n - 2) !
.

　　推论2

∑
a1+ a2+ a3= n

n≥3

G 2a1G 2a2G 2a3

(2a1) ! (2a2) ! (2a3) !
=

G 2n

n (n - 3) !
+

G 2n- 2

(2n - 2) !
.

　　推论3

∑
a1+ a2+ a3+ a4= n

n≥4

G 2a1G 2a2G 2a3G 2a4

(2a1) ! (2a2) ! (2a3) ! (2a4) !

　 =
2G 2n

3n (2n - 4) !
+

4G 2n- 2

3 (n - 1) ! (2n - 4) !
.

　　推论4

∑
a1+ a2+ a3+ a4+ a5= n

n≥5

G 2a1G 2a2⋯G 2a5

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a 5) !

　 =
G 2n

3n (2n - 5) !
+

5G 2n- 2

3 (n - 1) ! (2n - 5) !
+

G 2n- 4

(2n - 4) !
.

　　继续利用定理1可得到更多的和式,这里就不细列了.

关于R iem ann Zeta2函数 Ν(n)有

定理2

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak+ 1= n

n≥k+ 1

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2)⋯ (1 - 2
2ak+ 1) Ν(2a1) Ν(2a2)⋯Ν(2ak+ 1)

　 =
k - 2n

2k ∑a1+ a2+ ⋯+ ak= n

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2)⋯ (1 - 2
2ak ) Ν(2a1)⋯Ν(2ak )

　　 - ∑
a1+ a2+ ⋯+ ak- 1= n- 1

Π2

4
(1 - 2

2a1) (1 - 2
2a2)⋯ (1 - 2

2ak- 1) Ν(2a1)⋯Ν(2ak- 1).

　　推论5

∑
a1+ a2= n

n≥2

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2) Ν(2a1) Ν(2a2) =
1 - 2n

2
(1 - 2

2n) Ν(2n).

　　推论6

∑
a1+ a2+ a3= n

n≥3

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2) (1 - 2
2a3) Ν(2a1) Ν(2a2) Ν(2a3)

　 =
(n - 1) (2n - 1)

4
(1 - 2

2n) Ν(2n) -
Π2

4
(1 - 22n- 2) Ν(2n - 2).

　　推论7
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∑
a1+ a2+ a3+ a4= n

n≥4

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2)⋯ (1 - 2
2a4) Ν(2a1) Ν(2a2)⋯Ν(2a4)

　 =
1

24
(1 - n) (1 - 2n) (3 - 2n) (1 - 2

2n) Ν(2n) -
Π2

6
(3 - 2n) (1 - 22n- 2) Ν(2n - 2).

　　推论8

∑
a1+ a2+ ⋯+ a5= n

n≥5

(1 - 2
2a1) (1 - 2

2a2)⋯ (1 - 2
2a5) Ν(2a1) Ν(2a2)⋯Ν(2a5)

　 =
1

96
(n - 1) (n - 2) (2n - 1) (2n - 3) (1 - 2

2n) Ν(2n)

　　 -
5Π2

48
(n - 2) (2n - 3) (1 - 22n- 2) Ν(2n - 2) +

Π4

16
(1 - 22n- 4) Ν(2n - 4).

2　定理的证明
Genocch i数的定义如下

2t
et + 1

= ∑
n≥1

G n
tn

n!
, G 1 = 1, G 2n+ 1 = 0, n ≥ 1 (4)

Genocch i数的性质及组合解释见[2 ]和[3 ].

取

g ( t) =
2t

et + 1
- t = ∑

n≥1

G 2n

(2n) !
t2n , (5)

则有

tg′( t) = -
1
2

t2 + g ( t) +
1
2

g 2 ( t). (6)

又 ( tgn ( t) )′= g
n ( t) + n tgn- 1 ( t) g′( t) ,故有

( tgn ( t) )′= (n + 1) g n ( t) +
n
2

g n+ 1 ( t) -
n
2

t2g n- 1 ( t). (7)

将 (5)代入 (7)中,并比较 t
n 的系数,整理得

∑
a1+ a2+ ⋯+ ak+ 1= n

n≥k+ 1

G 2a1G 2a2⋯G 2ak+ 1

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k+ 1) !

　 =
4n - 2k

k ∑a1+ a2+ ⋯+ ak= n

G 2a1G 2a2⋯G 2ak

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k ) !

　　 + ∑
a1+ a2+ ⋯+ ak- 1= n- 1

G 2a1G 2a2⋯G 2ak- 1

(2a1) ! (2a2) !⋯ (2a k- 1) !
.

定理1得证.

在定理1中取 k= 1得推论1. 推论2—4可类似地得到.

利用 Genocch i数和R iem ann Zeta2函数的关系

G 2n= (- 1) n- 1 4 (1- 22n) (2n) !
(2Π) 2n Ν(2n)
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和定理1可得定理2,其推论可类似地证明.

由于有了递归关系,计算变得容易多了. 通过定理1和定理2中的递归关系,可以得到 k 为

任意值时的和式表示.
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Abstract

In th is paper, recu rrencs on summ ation s of Genocch i num bers and R iem ann Zeta2func2
t ion are g iven by ca lcu la t ion techn ique respect ively. T herefo re, som e iden t it ies rela ted to

Genocch i num ber and R iem ann Zeta funct ion are ob ta ined.
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