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无序划分的方法数 p (n) 的 上 界
Ξ
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摘　要　本文对无序划分的方法数 p (n)的上界作了进一步的改进,得到结果:

p (n) <
Π2

9+ 6Π2 (n- 1) + 3
e

2
3 Π2n- 2

3 Π2+ 1
.

关键词　划分,生成函数, F 2级数.

分类号　AM S (1991) 20D 60öCCL O 152. 1

D. A. Cohen 在文 [ 1 ]中对正整数 n 的无序划分的方法数 p (n )给出一个上界: p (n) <

e
9n

. 罗彩明在文[2 ]中改进了该结果为: p (n) < e
8n

. 华罗庚在《数论导引》[ 3 ]中给出一个渐

近式: lim
n→+ ∞

lnp (n)

n
= Π 2

3
. 本文在上述基础上得到:

定理　对所有正整数 n , p (n) <
Π2

9+ 6Π2 (n- 1) + 3
e

2
3 Π2n- 2

3 Π2+ 1
.

证明　p (n)的生成函数为

　　　　　G (x ) =
1

(1- x ) (1- x 2) (1- x 3)⋯
　　　　] lnG (x ) = - ln (1- x ) - ln (1- x

2) - ln (1- x
3) - ⋯.

由对数的泰勒展开式知

lnG (x ) =
x

1- x
+

1
2

õ x 2

1- x 2 +
1
3

õ x 3

1- x 3 + ⋯,

对于 x n

1- x n ,设 x∈ (0, 1) ,则有

　　　　　x
n- 1< x

n- 2< ⋯< x
3< x

2< x < 1

　　　　] x
n- 1

<
1+ x + x 2+ ⋯+ x n- 1

n
] x n- 1

1+ x + x 2+ ⋯+ x n- 1 <
1
n

　　　　] x n

1- x n =
x

1- x
õ x n- 1

1+ x + x 2+ ⋯+ x n- 1<
1
n

x
1- x

　　　　] lnG (x ) <
x

1- x
+ ( 1

2
) 2 x

1- x
+ ( 1

3
) 2 x

1- x
+ ⋯

　　　　　　=
Π2

6
x

1- x
.
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又因

　　　　　G (x ) = p (0) + p (1) x + p (2) x
2+ ⋯+ p (n) x

n+ ⋯

> p (n) x
n+ p (n+ 1) x

n+ 1+ ⋯+ p (n+ 2k - 1) x
n+ 2k - 1　 (k∈N )

> p (n) x
n (1+ x + x

2+ ⋯+ x
2k - 1)

= p (n) x
n (1+ x ) (1+ x

2) (1+ x
4)⋯ (1+ x

2k- 1
)

= p (n) x
n 1- x 2k

1- x
,

上式两边取 k→+ ∞时的极限,并注意极限的保号性,得

　　G (x ) = lim
k→+ ∞

G (x )≥ lim
k→+ ∞

p (n) x
n 1- x 2k

1- x
= p (n) x n

1- x

　] lnp (n)≤lnG (x ) - (n- 1) lnx - ln
x

1- x
<

Π2

6
x

1- x
+ (n- 1) 1- x

x
- ln

x
1- x

.

取 y =
x

1- x
,则

　　　　f (x ) =
Π2

6
x

1- x
+ (n- 1) 1- x

x
- ln

x
1- x

=
Π2

6 y +
n- 1

y
- lny = g (y )

　　　] g′(y ) =
Π2

6
-

n- 1
y 2 -

1
y

=
令

0] Π2

6 y
2- y - (n- 1) = 0.

解得

　　　　　y =
1+ 1+

2
3

Π2 (n- 1)

Π2ö3
　 (y > 0)

　　　　] lnp (n) <
Π2

6

1+ 1+
2
3

Π2 (n- 1)

Π2ö3

　　　　　　+ (n- 1) Π2ö3

1+ 1+
2
3

Π2 (n- 1)

- ln
1+ 1+

2
3

Π2 (n- 1)

Π2ö3

　　　　　=
2
3

Π2n-
2
3

Π2+ 1- ln
1+

2
3

Π2 (n- 1) + 1

Π2ö3

　　　] p (n) <
Π2

9+ 6Π2 (n- 1) + 3
e

2
3 Π2n- 2

3 Π2+ 1
. □
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