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直 径 为 5 的 整 树 新 类 Ξ

李 　　袁
(五邑大学数理系 , 广东江门 529020)

摘 　要 　本文通过更广泛的二次不定方程 d1 x 2 - d2 y2 = 1 的解 ,构造出了更多的直

径为 5 的整树.
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一个图的特征多项式之根均为整数 ,则称此图为整图.

设 T ( m , r) 是用一条新边联结两个星图 k1 , m , k1 , r的中心得到的图 , T t ( m , r) 是由 T

( m , r) 的每个顶点联结 t 个新顶点得到的图 ,则 T t ( m , r) 是直径为 5 的树 ,由[3 ]知其特征多

项式为 :

x
( m + r + 2) ( t - 1) ( x 2 - t) m + r - 2 [ ( x 2 - t) 4 - ( m + r + 1) x 2 ( x 2 - t) 2 + m rx 4 ] ,

从而对应于方程组

m + r + 1 = a2 + b2 ,

m r = a2 b2 ,

m ≠r
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x ( n) =
εn

1 + �εn
1

2 d1

, 　y ( n) =
εn

1 - �εn
1

2 d2

,28 n . (4)

引理 2 　方程组 (1) 的全部正整数解 m , r , a , b 为 : (不考虑 m , r ; a , b 的互换)

m = x 2 ( k) y2 ( l) d , 　r = x 2 ( l) y2 ( k) d ,

a = x ( k) x ( l) d1 , b = y ( k) y ( l) d2 ,

　　k ≠l ,28 kl , k , l ∈N

　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　 　　　　 　　 　　

(6)

证明 　首先将证明 (1) 之解一定可写成 (5) 、(6) 的形式.

设 ( m , r) = d u2 ,其中 d 无平方因子 ,由算术基本定理易证方程 m r = a2 b2 的全部正整

数解为

m = a
2
1 b

2
1 d , 　　　r = a

2
2 b2

2 d ,
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由 m ≠r 知 k ≠l . 即此时的解写成了 (6) 的形式.

反过来 ,要说明 (5) , (6) 均使 (1) 成立. 直接将 (5) 式的 m , r , a , b 的表达式代入 (1) 的前 2

个等式知其成立. 以下说明 m ≠r.

假定 m = r ,则 x 2 ( k) : y2 ( k) = x 2 ( l ) : y2 ( l ) ,联立 d1 x 2 ( k) - d2 y2 ( k) = 1 , d1 x 2 ( l ) -

d2
2 y2 ( l) = 1 可得 y2 ( k) = y2 ( l) ,即 y ( k) = y ( l) 和 x 2 ( k) = x 2 ( l) ,即 x ( k) = x ( l) . 因 x ( n)

关于 n 单调增 ,由此可知 k = l ,矛盾.

同理可证 (6) 满足 (1) . □

引理 3
[3 ] 　不定方程 x 2 = y ( y + z ) 的全部正整解可表为 x = pc1 c2 , y = pc2

1 , z = p ( c2
2 -

c2
1) ,这里 c2 > 0 , c1 > 0 均为整数 , ( c1 , c2) = 1 , p 为整数 , p > 0 .

定理 1 　设 d > 1 无平方因子 , d = d1 d2 , d1 > 1 使 d1 x 2 - d2 y2 = 1 有解 , x ( k) , y ( k) 由

(4) 定义 ,则当 m = x 2 ( k) y2 ( l) d , r = x 2 ( l) y2 ( k) d , t = ( x 2 ( k) - x 2 ( l)
4

) 2 d2
1 , k ≠l ,28 kl 时 ,

T t ( m , r) 是直径为 5 的整树.

证明 　取 a = x ( k) x ( l) d1 , b = y ( k) y ( l) d2 ,由引理 2 知 m , r , a , b 满足 (1) . 以下说明

对于这些 a , b , t (2) 有整数解 ,从而定理获证. 由引理 3 只需说明下列方程组 :

p ( c2
2 - c2

1) = x ( k) x ( l) d1 ,

p′( c′2
2 - c′2

1) = y ( k) y ( l) d2 ,

pc1 c2 = p′c′1 c′2 ,

( pc1 c2) 2 = t 　　　 　　 　　 　　 　　 　　　　 　　 　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　 　　

(12)

由于 28 kl ,故

　　　　x ( k) d1 + y ( k) d2 = [ x ( l) d1 + y ( l) d2 ] ( x 1 d1 + y1 d2) 2 k - l
2

　= [ x ( l) d1 + y ( l) d2 ] (2 x 2
1 d1 - 1 + 2 x 1 y1 d)

k - l
2

　= [ x ( l) d1 + y ( l) d2 ] (2 A + 1 + 2 B d) ,

A , B 为整数. 由此易知 x ( k) ≡x ( l) , y ( k) ≡y ( l) ( mod2) ,这说明 t 以及 (12) 给出的 c1 , c2 ,

c′1 , c′2 均为整数 ,最后由于

　pc1 c2 - p′c′1 c′2 = d1 c1 c2 - d2 c′1 c′2 = d1
x 2 ( k) - x 2 ( l)

4
- d2

y2 ( k) - y2 ( l)
4

=
1
4

[ ( d1 x 2 ( k) - d2 y2 ( k) ) - ( d1 x 2 ( l) - d2 y2 ( l) ) ] = 0 ,

( pc1 c2) 2 = ( d1 c1 c2) 2 = ( x 2 ( k) - x 2 ( l)
4

d1) 2 = t ,
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已证明 (11) 有解. □

定理 2 　设 d > 1 无平方因子 , X ( k) , Y ( k) 由 (3) 式所定义

m = X2 ( k) Y2 ( l) d , r = X2 ( l) Y 2 ( k) d , t = (
X2 ( k) - X2 ( l)

4
) 2 , k ≠l ,

则当 28 xo ,或 2| xo 且 k ≡l ( mod2) 时 , T t ( m , r) 为直径是 5 的整树 ,其中 xo + yo d =εo 是

Pell 方程 x 2 - dy2 = 1 的基本解 .

证明　由于 x o
2 - dyo

2 = 1 ,故 28 xo 则必 2| yo .

由 X ( n) + Y ( n) d = ( x o + yo d) n 易证 X ( n) ≡1 , Y ( n) ≡0 (mod2) , n = 1 ,2 , ⋯

余下的证明完全类似定理 1 .

显然 , [3 ]中关于直径 5 的整树的结果是本文定理 1 中 d1 = d ,和定理 2 中 k , l 均偶的特

殊情形.

最后 ,指出确实存在很多 d1 , d2 使 d1 x 2 - d2 y2 = 1 有解 . 实际上 ,取 d2 = d1 - 1 ,且 d1 ,

d1 - 1 均无平方因子 ,则对应的方程总有解 ,其基本解均为 d1 + d1 - 1 .

作者感谢袁平之博士有益的建议.
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A Class of New Integral Trees with Diameter 5

L i Y uan
(Dept . of Math. & Phys. , Wuyi University , Guangdong Jiangmen 529020)

Abstract

In this paper , we constract a class of new integral t rees with diameber 5 by using the solution

of some quadratic Diophantine equations.

Keywords 　integral t ree , quadratic diophantine equation.
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