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一个四元数矩阵乘积奇异值的不等式及其应用Ξ
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摘 　要 　本文得到了四元数矩阵乘积奇异值的一个不等式 ,并且在四元数体上推广、

改进了有关矩阵乘积迹不等式的相应结果.
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约定 A ( ≥0) > 0 为四元数 (半) 正定自共轭矩阵. 如果四元数矩阵 A = ( aij) ( ∈Ωn×n)

的特征值都是实数 ,规定其特征值满足λ1 ( A ) ≥⋯≥λn ( A ) ,用σ1 ( A ) ≥⋯≥σn ( A ) 表示

A 的几个奇异值 ,规定{δ1 ( A ) , ⋯,δn ( A ) } 与{ a11 , ⋯, ann} 为同一集合且 | δ1 ( A ) | ≥⋯≥|

δn ( A ) | . 当实向量 x = ( x 1 , ⋯, x n) 与 y = ( y1 , y2 , ⋯, yn) 的分量按递减顺序排列为 x [1 ] ≥

⋯ ≥ x [ n ] 与 y [1 ] ≥⋯≥y [ n ] 时 ,若 ∑
k

i = 1
x [ i ] ≤∑

k

i = 1
y [ i ] , k = 1 ,2 , ⋯, n . 则称 y 弱控制 x ,记为

x ; ωy .

文[1 ] , [2 ] 等对四元数矩阵的奇异值问题作了许多研究. 相对于矩阵的奇异值而言 ,四元

数矩阵的迹的研究更为困难. 这是因为 ,由于四元数体的非交换性的限制 ,使得数域上矩阵迹

的许多性质对四元数矩阵不再成立. 对此 ,文[5 ]、[6 ] 等已在四元数体上推广 ,改进或修正了

通常矩阵迹的不少结果. 本文继续研究与四元数矩阵奇异值与迹有关的问题 ,得到一个任意多

个四元数矩阵乘积奇异值的不等式 ,作为其应用得到的四元数矩阵乘积迹的不等式在四元数

体上推广 ,改进或修正了文[5 ] - [9 ] 等关于矩阵乘积迹不等式的相应结果.

将使用多因子的 Hölder 不等式[3 ]
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由[4 ] 的平均值定理的拓广形式知
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由[4 ] 知 Jensen 不等式可表为
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l , as ≥0 ,0 < l ≤ r. (3)
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由[1 ] 知当 A ∈Ωn×n 的对角元素为 a1 , ⋯, an 时有

( Re a1 , ⋯, Re an) ; ω(| a1 | , ⋯, | an | ) ; ω(σ1 ( A ) , ⋯,σn ( A ) ) . (4)

由[2 ] 知 ,当 A t ∈Ωn×n
, t = 1 ,2 , ⋯, p 时
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定理 　设 A st ∈Ωn×n
, s = 1 ,2 , ⋯, m ; t = 1 ,2 , ⋯, p ; at > 0 且 ∑
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即 (6) 成立. □

推论 1 　题设同于定理 1 ,则
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这样由 (2) , (6) 知 (7) 成立. 证毕.
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这样分别在 (6) , (7) 中令 k = n ,由 (4) 可得

推论 2 　题设同于定理 1 ,则
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推论 3 　题设同于定理 1 ,则
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由 (8) 易得

推论 4 　除设 A st ( ≥0) ∈Ωn×n
, s = 1 ,2 , ⋯, m ; t = 1 ,2 , ⋯, p 外 ,题设同于定理 1 ,则
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由 (9) 易得

推论 5 　题设同推论 4 ,则
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当 m = 1 , p = 2 时 ,由 (6) 可得

推论 6 　设 A , B ∈Ωn×n
, p , q ≥0 且 1

p
+

1
q

= a ≥1 ,则

　　∑
k

r = 1
| δr ( AB ) | ≤ ∑

k

r = 1

σr ( AB) ≤ 1
ap ∑

k

r = 1

λr ( A 3 A )
p
2 +

1
aq ∑

k

r = 1

λr ( B 3 B )
q
2 ,

k = 1 ,2 , ⋯, n (12)

特别地 ,当 k = n 时 ,有

Re tr AB ≤ 1
ap

t r ( A 3 A )
p
2 +

1
aq

t r ( B 3 B )
q
2 . (13)

当 p = 2 时 ,由 (6) , (10) 分别可得
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当 m = 1 , p ≥2 时 ,由 (8) 可得
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Abstract

In this paper , we obtain an inequality for singular values of product of quaternion matrices ,

generalize and improve some results about t race inequalities on product of matrices.

Keywords 　quaternion field , singular values , t race.
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