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关于“四元数分析中的 Neumann 边值问题”的注记
Ξ

杨　丕　文
(四川师范大学数学系, 成都610066)

摘　要: 本文指出了文[ 1 ]中的几个错误,并利用 5
-

2方程解的积分表示,获得了其所讨论

的超球上的四元数方程的N eum ann 问题解的积分表示.
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文献[2 ]中引入了平面有界区域G 上定义的函数 f (z ) (∈L
1 (Gϖ) )的积分算子:

T f = -
1
Π κG

f (Φ)
Φ- z

dΝdΓ,

Tϖf = -
1
Π κG

f (Φ)
Φλ - zλdΝdΓ,

(1)

当 z∈G 时,

5T f
5zλ = f ,　 5Tϖf

5z
= f . (2)

而当 z ² Gϖ时, Tf 关于 z , Tϖf 关于 zλ解析,即有

5T f
5zλ = 0,　 5Tϖf

5z
= 0. (3)

当 z∈G , Ξ∈C (Gϖ)和5Ξ
5zλ∈L p (G ) , p〉2时,

Ξ(z ) =
1

2Πi∫5G Ξ(Φ)
Φ- z

dΦ- T
5Ξ
5zλ. (4)

　　文[1 ]讨论了四元数分析中超球上的N eum ann 边值问题. 在其定理1中,对 R
4中连通开集

D (0∈D )上满足方程 5
-

f = g 的 f ,给出了一个全虚部 Y (f )由全实部 X (f )及 g (x )的积分表

示. 由于论证中公式 (2) , (4)的使用错误,其所得结论是错误的,对于一般区域D ,所得积分表

示式是不成立的.

设

P X : R
4→R

2
, P X x = P X (x 1, x 2, x 3, x 4) = (x 1, x 2) ,

P Y: R
4→R

2
, P Y x = (x 3, x 4).
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当存在 x∈D ,使 P X x ² D X 时,这里D X = {x û x∈D , x 3 = x 4= 0},按 [ 1 ]中积分算子 TϖX , T X

的定义,由 (3)应有

5X TϖX g (x ) = 0,　5X
- T X g (x ) = 0,

此时[1 ]中 (4)式不成立. 对算子 T Y g 及 TϖY g 也有类似结果.

在其定理1的证明中,在 (9)的第二个等号使用了公式

T Y 5Y u = u (x ) + 5 (x ) , (5)

其中 5 (x )满足 5Y 5 (x ) = 0,此即本文的公式 (4). 记

U = {x = (x 1, x 2, x 3, x 4) ûx 3= x
0
3, x 4= x

0
4) },

这里 x
0
3, x

0
4是确定的实数,即U 是 R

4中平行于坐标平面 x 3O x 4的超平面. 显然公式 (5)当且仅

当

P Y (U ∩D ) = D Y (6)

时才能成立. 从而可以得出, [ 1 ]中定理1只有在其区域D 满足条件 (6)与条件 P XD < D X , P YD

< D Y 时才能成立. 当D 是 R
4中的单位超球时,由于条件 (6)不满足,定理1中积分表示也不能

成立.

文 [1 ]中定理1所讨论的已知 5
-

f = g ,其 Y (f )由 g 及 X (f )表示问题,当D 是一有界区域

并当其边界为分片光滑时,在 C
2空间中利用多复变函数中众所周知的M arlinelli2Bochner 公

式即可获得. [ 1 ]中 (6) , (7)即C
2空间中如下类型的等式

5u
5z 1

= f 1,　 5u
5zλ2

= f 2.

以上两式两边分别对 z 1取共轭,再利用M arlinelli2Bochner 公式, u 即可由 f 1, f 2积分表示.

而在其文章后一部分讨论超球上的N eum ann 问题中,利用 Po isson 方程的N eum ann 问

题的 Green 函数,获得了X (Ξ) (x ). 要求出问题的解 Ξ(x ) ,需利用 X (Ξ)及 g (x ) ,通过解超定

方程 (6) , (7) ,求出 Y (Ξ). 这是同定理1中已知 f , g ,求 Y (f )由 g 及X (f )积分表示完全不同的

问题. 正如多复变函数中的M arlinelli2Bochner公式通常并不能作为相应的 5
-

2方程的解一样.

利用C
2空间中超球上 5

-

2方程的解的积分表示,可以解决这一问题,我们将结果写成下列两个

定理.

定理1　设 8 是C
2空间中的单位超球. 8 上超定方程

5Ξ
5z 1

= f 1 (z 1, z 2) ,　 5Ξ
5zλ2

= f 2 (z 1, z 2) , (7)

其中 f 1, f 2∈C
1 (8 ) , f 1, f 2,

5f 1

5zλ2
,

5f 2

5z 1
∈L

p (8ϖ) , p≥1,且满足相容性条件
5f 1

5zλ2
=

5f 2

5z 1
,则

Ξ0 = TϖG1f 1 + T G2f 2 - TϖG1T G2

5f 1

5zλ2
(8)

是 (7)的一个特解. 这里G 1, G 2分别为 z 1, z 2平面的单位圆盘,积分算子 TϖG1 , T G2如 (1)定义,其

一般解为

Ξ = Ξ0 + 5 (zλ1, z 2) , (9)

其中 5 (z 1, z 2)是 8 上任一二元解析函数.

定理2　文[1 ]所考察的N eum ann 问题,当 g (x )满足可解条件 (31) ,且 g (x )及其一阶偏
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微商均属于L
p (8 ) (p≥1)时,问题可解. 其解 Ξ (x )时全实部 X (Ξ) (x )如 (32)所示,而全虚

部

Y (Ξ) (x ) = T G1f
θ

1+ TϖG2f
θ

2- T G1T
ϖ

G2

5fθ1

5Y
- + 5 (X

-

, Y ).

其中

f 1= - 5YX (f ) +
1
2 Y (g ) ,　f 2= 5X X (f ) +

1
2 X (g ).
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Remark on“Neumann Boundary Value Problem in
the Quatern ion Calculus”

Y ang P iw en
(D ep t. of M ath. , Sichuan N o rm al U niversity, Chengdu 610066)

Abstract

T h is paper po in ts ou t a few of fau lts in the art icle [1 ]. By u sing the in tegra l rep resen ta2
t ion of so lu t ion of the 5

-

2equat ion, w e ob ta in the in tegra l rep resen ta t ion of so lu t ion of the

N eum ann boundary value p rob lem in the un it ba ll fo r a quatern ion equat ion discu ssed in [1 ].

Keywords　quatern ion ca lcu lu s, N eum ann p rob lem , in tegra l rep resen ta t ion.
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