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加权 Bergman 空间上 Toepl itz 与 Hankel 算子紧性
的一个新特征

Ξ

刘　永　民
(徐州师范大学数学系, 徐州221009)

摘　要: 本文研究加权Bergm an 空间A
(p , Α) (B ) (p > 1) 上 Toep litz 与 H ankel 算子的紧

性. 证明了符号属于L ∞ (B )的 Toep litz 与H ankel 算子的紧性与作用空间A p , Α(B )无关.
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设B = B n = {z ∈C
n
: úz ú < 1} 是C

n 的单位球, 对 z = (z 1, z 2, ⋯, z n) ,w = (w 1,w 2, ⋯,

w n) , 设它们的内积为〈z ,w 〉= ∑
n

j= 1
z jw{ j , úz ú = 〈z , z〉. H (B ) 是B 上解析函数全体, dV (z ) 为

B 上规范的体积测度, 固定 Α> - 1,

dV Α(z ) = c (n , Α) (1 - úz ú 2) Α
dV (z ) ,L

p , Α(B ) = L
p (B , dV Α) ,

A
p , Α(B ) = L

p , Α(B ) ∩H (B ) (p > 1) ,

记

ú f ú p , n, Α = {∫B
û f (z ) û p

dV Α(z ) }
1öp

.

定义算子 P
n, Α如下:

P
n, Α

f (Ξ) = ∫B
f (z ) K

n, Α
w (z ) dV Α(z ) , 　f ∈L

p , Α(B ) ,

其中 K
n, Α
w (z ) = 1ö(1 - 〈z ,w 〉) n+ Α+ 1, z ,w ∈B . [ 1 ] 中已证明了: P

n, Α是L
p , Α(B ) 到A

p , Α(B ) 上

的有界投影算子且 P
n, Α

f (w ) = f (w ) , P
n, Α

fθ (w ) = f (0) , Π f ∈ A
n, Α(B ). 记 ú f ú∞, n =

esssup
z∈B

{û f (z ) û},L
∞ (B ) = {f : B → C: ú f ú∞, n < ∞}. 定义 A

p , Α(B ) 上符号属于 L
∞ (B ) 的

Toep litz 算子 T
n, Α
f 与H ankel 算子H

n, Α
f :

T
n, Α
f g (w ) = P

n, Α(f g ) (w ) , H
n, Α
f g (w ) = ( I - P

n, Α) (f g ) (w ) , 　Π g ∈A
p , Α(B ) ,

其中 I 表示恒等算子, 在[2 ] 中, 肖杰讨论了 p = 2 时T
n, Α
f , H

n, Α
f 的紧性特征. 本文将用不同于他

们的方法讨论 T
n, Α
f , H

n, Α
f 在一般的A

p , Α(B ) (p > 1) 上的紧性, 得到了一些充要条件, 作为推论,
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证明了 T
n, Α
f , H

n, Α
f 的紧性与作用空间无关. 记 k

n, Α
w (z ) = K

n, Α
w (z ) öúK

n, Α
w (õ) ú p , n, Α. 主要结果为:

定理A　对 f ∈L
∞ (B ) , 下列条件等价:

(1)　T
n, Α
f 是A

p , Α(B ) 上的紧算子.

(2)　 lim
úw ú→1

úT
n, Α
f k

n, Α
w ú p , n, Α = 0.

(3)　存在 t ≥ 1, 使 lim
úw ú→1∫B

ûP
n, Α(f ü Υw ) (z ) û t

dV Α(z ) = 0.

(4)　对任意的 t ≥ 1, 有 lim
úw ú→1∫B

ûP
n, Α(f ü Υw ) (z ) û t

dV Α(z ) = 0.

定理 B　对 f ∈L
∞ (B ) , 下列条件等价:

(1)　H
n, Α
f 是A

p , Α(B ) 上的紧算子.

(2)　 lim
úw ú→1

úH
n, Α
f k

n, Α
w ú p , n, Α = 0.

(3)　存在 t ≥ 1, 使 lim
úw ú→1∫B

û ( I - P
n, Α) (f ü Υw ) (z ) û t

dV Α(z ) = 0.

(4)　对任意的 t ≥ 1, 有 lim
úw ú→1∫B

û ( I - P
n, Α) (f ü Υw ) (z ) û t

dV Α(z ) = 0.

为了证明定理, 需要下列引理.

引理 1　 对 z ∈B , c 为实数, t > - 1, 定义

J c, t (z ) = ∫B

(1 - úw ú 2) t

û1 - 〈z ,w 〉û n+ 1+ t+ cdV (w ) ,

那么, (1) 当 c < 0 时, J c, t 在B 上一致有界; (2) 当 c > 0 时, J c, t (z )～ (1 - úz ú 2) - c
, 其中～ 表

示 (1 - úz ú 2) c
J c, t (z ) 当 úz ú → 1 时有正极限.

引理 2　 对w ∈B , 将 k
n, Α
w (õ) 看成A

p , Α(B ) 中的单位向量, 当 úw ú → 1 时, k
n, Α
w (õ) 弱收敛

于零.

引理 3　设 Β∈ (0,m in ( (1 + Α) öp , (1 + Α) öq) , S (z ) = (1 - úz ú 2) - Β, 对 z ∈B , 则存在

仅与 n , Α, Β有关的常数C 1 (n , Α, Β) , 使得

∫B
ûK

n, Α
w (z ) ûS (w ) p

dV Α(w ) ≤C 1 (n , Α, Β)S (z ) p
,

∫B
ûK

n, Α
w (z ) ûS (w ) q

dV Α(w ) ≤C 1 (n , Α, Β)S (z ) q
.

引理 4　对 f ∈L
∞ (B ) , 令G

n, Α(z ,w ) = ( I - P
n, Α(f ü Υw ) ü Υw (z ) , Π z ,w ∈B , 则存在仅

与 n , Α, Β有关的常数C 2 (n , Α, Β) 及 t0 > 1, 使得

　　　　∫B
ûG

n, Α(z ,w ) úK
n, Α
w (z ) ûS (z ) p

dV Α(z )

　≤C 2 (n , Α, Β)S (w ) p
{∫B

û ( I - P
n, Α) (f ü Υw ) (u ) û t0dV Α(u ) }

1öt0.

引理 5　 对 f ∈L
∞ (B ) , 则存在仅与 n , Α, Β有关的常数C 3 (n , Α, Β) , 使得

û∫B
G

n, Α(z ,w ) K
n, Α
w (z )S (w ) q

dV Α(w ) û ≤C 3 (n , Α, Β)S (z ) q
.

引理 6　 对 f ∈L
∞ (B ) , 则存在仅与 n , Α, Β有关的常数C 4 (n , Α, Β) 及 t0 > 1, 使得

lim
úw ú→1

úH
n, Α
f k

n, Α
w ú p , n, Α≤ úH

n, Α
f ú e, p ≤C 4 (n , Α, Β) lim

úw ú→1
( I - P

n, Α) (f ü Υw ) ú 1öp
t0, n, Α,
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其中 úH
n, Α
f ú e, p = inf[ úH

n, Α
f + K ú p , n, Α, K : A

p , Α(B ) →L
p , Α(B ) 紧 ].
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A New Character iza tion of Com pactness for the Toepl itz and
Hankel Operators of the W e ighted Bergman space

L iu Y ongm in
(D ep t. of M ath. , Xuzhou N o rm al U niversity, Xuzhou 221009)

Abstract

In th is paper a study is g iven to the com pactness of the Toep litz and H ankel opera to rs of

the w eigh ted Bergm an space A
p , Α(p > 1) . It is show n tha t the com pactness of the Toep litz

and H ankel opera to rs w ith sym bo l in L
∞ (B ) does no t depend on the w eigh ted Bergm an space

A
p , Α(B ) (p > 1) .

Keywords　w eigh ted Bergm an space, Toep litz opera to r, H ankel opera to r, com pact opera2
to r.
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