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关于文“具有两个代数曲线解的三次系统的代数极限环”
的注记

Ξ

刘美娟　　张　成
(大连大学数学系, 116622)

摘　要: 本文弥补了文[ 4 ]中主要定理的不足之处, 并且推广了文[ 5 ]的结果.
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1　引　言

对于具有两个二次代数曲线解的三次系统极限环的研究已有许多结果, 见文[ 1 ], [ 2 ]. 文

[ 3 ]证明了具有两个相离圆解的三次系统可以存在代数极限环, 而文[ 4 ]证明了具有椭圆和抛

物线解的三次系统可以存在代数极限环. 但在文[ 4 ]的证明中, 只证明了抛物线解 y = ax
2+ bx

+ c 当 b≠0时, 存在代数极限环 x
2+ y

2= 1. 而对 b= 0的情形并未讨论. 本文对于 b= 0时的情

况进行讨论.

考虑三次微分系统:

xα= ∑
0≤i+ j≤3

a ijx
i
y

j
,

yα= ∑
0≤i+ j≤3

bijx
i
y

j
.

(E3)

　　设 (E3)有不相交的椭圆解和抛物线解, 不失一般性, 可设

Υ(x , y ) = x 2 + y 2 - 1 = 0

F (x , y ) = y - ax 2 - c = 0
(1)

(其中 a≠0)为 (E 3)的解, 有如下定理.

定理1　以二次曲线 (1)为解的三次系统 (E 3)其充要条件是化为如下形式:

xα= Αy F (x , y ) + (Βx + Χ) Υ(x , y ) ,

yα= - Αx F (x , y ) + 2[ΑΧx + Β(y - c) ]Υ(x , y ) ,
(2)

其中 Α, Β, Χ均为任意常数.

证明　充分性显然, 现证必要性.
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由文[3 ]知具有二次代数曲线解 Υ(x , y ) = 0的充要条件是 (E 3)可化为如下形式:

　　

xα= - 2y (k 1x 2+ k 2xy + k 3y 2+ k 4x + k 5y + k 6) + (k 7x + k 8y + k 9) (x 2+ y 2- 1)

= P 3 (x , y ) ,

yα= 2x (k 1x 2+ k 2xy + k 3y 2+ k 4x + k 5y + k 6) + (k 10x + k 11y + k 12 (x 2+ y 2- 1)

= Q 3 (x , y ) ,

(3)

其中 k i ( i= 1, 2, 3, ⋯, 12)均为任意常数.

再令系统 (3)有解 F (x , y ) = 0, 则沿抛物线 F (x , y ) = 0有

5F
5x

xα+
5F
5y

yαû y = ax 2+ c= 0,

即Q 3 (x , y ) - 2ax P 3 (x , y ) û y = ax 2+ c= 0.

将 y = ax
2+ c 代入上式比较系数有

4a
4
k 3- 2a

4
k 8= 0, 　　　

a
3
k 11+ 4a

3
k 2- 2a

3
k 7= 0, 　　　

4a
2
k 1+ a

2
k 10+ (2a

2+ 12a
3
c) k 3+ 4a

3
k 5- (2a

2+ 6a
3
c) k 8- 2a

3
k 9= 0, 　　　

(a+ 3a
2
c) k 11+ a

2
k 12+ (2a+ 8a

2
c) k 2+ 4a

2
k 4- (2a+ 4a

2
c) k 7= 0, 　　　

(2+ 4ac) k 1+ (4ac+ 12a
2
c

2) k 3+ (2a+ 8a
2
c) k 5+ 4a

2
k 6, 　　　　　　　

+ (2a
2- 2ac- 6a

2
c

2) k 8- (2a+ 4a
2
c) k 9+ 2ack 10= 0, 　　　

(2c+ 4ac
2) k 2+ (2+ 4ac) k 4- 2ac

2
k 7+ (c- a+ 3ac

2) k 11+ 2ack 12= 0, 　　　

(2c
2+ 4ac

3) k 3+ (2c+ 4ac
2) k 5+ 4ack 6+ (2ac- 2ac

3) k 8+ (2a- 2ac
2) k 9+ (c

2- 1) k 10= 0, 　　　

(c
3- c) k 11+ (c

2- 1) k 12= 0. 　　　

从上各式解得: 当1+ 4a
2+ 4ac≠0且 c≠±1时, 有:

k 2= 0, k 4= 0, k 5=
- k 1+ k 3

a
, k 6=

ck 1- ak 3- ck 3

a
,

k 8= 2k 3, k 10= 2ak 9- 2k 3, k 11= 2k 7, k 12= - 2ck 7.

代入系统 (3)得

xα= - 2y (k 1x 2+ k 3y 2+
k 3- k 1

a
y +

ck 1- ak 3- ck 3

a
) + (k 7x + 2k 3y + k 9) (x 2+ y 2- 1) ,

yα= 2x (k 1x 2+ k 3y 2+
k 3- k 1

a
y +

ck 1- ak 3- ck 3

a
) + [ (2ak 9- 2k 3) x + 2k 7y - 2ck 7 ] (x 2+ y 2- 1) ,

整理得

xα=
2
a

y (k 1- k 3) (y - ax 2- c) + (k 7x + k 9) (x 2+ y 2- 1) ,

yα= -
2
a

x (k 1- k 3) (y - ax 2- c) + (2ak 9x + 2k 7y - 2ck 7) (x 2+ y 2- 1).

令 Α=
2
a

(k 1- k 3) , Β= k 7, Χ= k 9, 即化为系统 (2)的形式. □

定理2　设 F (x , y ) = 0与 Υ(x , y ) = 0不相交, 则当 Β= 0时系统 (2) 没有极限环, Β≠0时, 系

统 (2)存在代数极限环 x
2+ y

2= 1.

证明　取D u lac 函数B (x , y ) =
1

(x 2+ y 2- 1) (y - ax 2- c) 计算
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div (B P ,B Q ) =
5

5x
(B P ) +

5
5y

(B Q ) =
Β

y - ax 2- c
.

故当 Β= 0时, 系统 (2)可积, 因此没有极限环; 当 Β≠0时, 由于 x
2+ y

2= 1与 y = ax
2+ c 不相交,

故在 x
2+ y

2= 1内部无闭轨, 又因为 x
2+ y

2= 1上没有奇点, 故这时 x
2+ y

2= 1成为系统 (2)的极

限环. □

综合文[4 ]结果知道: 对于具有相离的抛物线与椭圆解的三次系统, 椭圆解可以成为三次

系统的代数极限环.
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Remark on the Paper“A lgebra ic L im it Cycle of a Cubic System
with Two Quadratic A lgebra ic Curve Solution s”
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Abstract

In th is paper w e m ake up deficiency of m o st ly theo rem in [4 ], and ex tend resu lt of [5 ].
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