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Sasak ian 流形中反不变极小子流形的稳定性
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摘　要　本文给出了 Sasak ian 流形中反不变极小子流形是稳定或不稳定的一个充分

条件.
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一　主 要 结 果

子流形稳定性的研究是微分几何中的一个重要课题. 本文获得如下定理.

定理　设M
n+ 1是 Sasak ian 流形M

2n+ 1中闭、反不变极小子流形, 且M
2n+ 1的结构向量场 Ν

切于M
n+ 1

, 则有

( 1) 　 如果M
2n+ 1 的 R icci 曲率大于 - 2, 且 H

1 (M
n+ 1

, R ) ≠ 0, 则M
n+ 1 不稳定. 这里

H
1 (M

n+ 1
, R ) 是M

n+ 1 的以实数域R 为系数域的一阶同调群.

(2)　如果M
2n+ 1的R icci 曲率不大于- 2, 则M

n+ 1是稳定的.

二　预 备 知 识

设 (M
2n+ 1, 5 , Ν, Γ, g ) 为 (2n+ 1) 维 Sasak ian 流形, 其中 5 为M

2n+ 1上 (1, 1) 型张量场, Ν为

M
2n+ 1的结构向量场, Γ为 Ν的对偶 1—形式. 则有如下性质 (见 Yano2kon [1 ]中第五章)

　　5 Ν= 0, Γ(Ν) = 1; (1)

5 2
X = - X + Γ(X ) Ν; (2)

g (5X , Y ) + g (X , 5 Y ) = 0, g (5X , 5 Y ) = g (X , Y ) - Γ(X ) Γ(Y ) ; (3)

(ý
-

X , 5 ) Y = g (X , Y ) Ν- Γ(Y )X ; (4)

ý
-

Y Ν= - 5 Y ; (5)

Rϖ (5X , 5 Y , 5 Z , 5W ) = Rϖ (X , Y , Z ,W ) - Γ(Y ) Γ(Z ) g (X ,W ) - Γ(X ) Γ(W ) g (Y , Z )

　+ Γ(Y ) Γ(W ) g (X , Y ) + Γ(X ) Γ(Z ) g (Y ,W ) , (6)

其中X , Y , Z ,W ∈TM
2n+ 1

, g 为M
2n+ 1的R iem ann 度量, ý

-

为关于 g 的共变微分算子, Rϖ (X , Y ,
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Z ,W )为M
2n+ 1的R iem ann 曲率张度.

现在, 设M
n+ 1为M

2n+ 1中 (n+ 1)维子流形, 且M
n+ 1切于M

2n+ 1的结构向量场 Ν, 如果对任意

X ∈M
n+ 1, 都有 5 T X (M

n+ 1) < T
⊥
X M 成立, 则称M

n+ 1为M
2n+ 1的反不变 (an t i2invarian t)子流形.

对M
n+ 1上任何法向量场 u∈T

⊥
M

n+ 1, 由 u 诱导的第二变分公式为[ 2 ]

V ″(u ) = ∫M n+ 1 [‖D U ‖2
- ∑

n

i= 0
Rϖ (u , ei, ei, u ) - ‖A u‖2

]
3

1, (7)

其中 e0, e1, ⋯, en 为 TM
n+ 1的标准正交基,

3
1 为体积元. 如对任意的 u∈T

⊥
M

n+ 1
, 有V ″(u )≥0,

则称M
n+ 1为M

2n+ 1中稳定. 如对某一 u∈T
⊥
M

n+ 1有V ″(u ) < 0, 则称M
n+ 1在M

2n+ 1中不稳定.

三　定 理 的 证 明

设M
n+ 1为 Sasak ian 流形M

2n+ 1中闭、反不变极小子流形, 且M
n+ 1切于M

2n+ 1的结构向量场

Ν. 在M
2n+ 1中选取局部正交标架场 e0= Ν, e1, ⋯, en , e13 = 5 e1, ⋯, en3 = 5 en , 使得限制到M

n+ 1上

时, e0, e1, ⋯, en 切于M
n+ 1

. 并设w
0
= Γ, w

1
, ⋯, w

n
; w

13
, ⋯, w

n3
为其对偶标架场. 对于M

n+ 1上

任何法向量场 u∈T
⊥
M

n+ 1, 令 X = - 5 u∈TM
n+ 1有 5X = u (由 (1)— (3) ). 利用 Gau ss 公式和

W eingarten 公式, 并且 (4)得到:

- A uY + D Y u= 5 (ý YX ) + 5 Γ(Y , X ) + g (Y , X ) Ν- Γ(X ) Y.

比较上式两边切部和法部有

D Y u = 5 ý YX , 　 - A uY = 5 Γ(Y , X ) + g (X , Y ) Ν. (8)

由 (3)得

‖D U ‖2
= ‖ý X ‖2

- ∑
n

i= 0

(g (Ν, ý eiX ) ) 2
,

但从 (5)知ý eiΝ= 0, 又 g (X , Ν) = 0, 可见 g (ý eiX , Ν) = - g (X , ý eiΝ) = 0, 故有

‖D U ‖2
= ‖ý X ‖2

. (9)

　　在 (6)中令X = ei, Y = 5X , Z = 5X ,W = ei 有

Rϖ (5 ei, 5 2
X , 5 2

X , 5 ei) = Rϖ (ei, 5X , 5X , ei) - Γ(ei) Γ(ei) g (5X , 5X ). (10)

再利用 5 2
X = - X 和 Gau ss 方程得到

∑
n

i= 0

Rϖ (ei, u , u , ei) = ∑
n

i= 0

Rϖ (ei, 5X , 5X , ei) = ∑
n

i= 0

Rϖ (5 ei, X , X , 5 ei) + g (5X , 5X )

= Sθ (X , X ) - ∑
n

i= 0
Rϖ (ei, X , X , ei) + g (5X , 5X )

= Sθ (X , X ) - S (X , X ) - ∑
n

i= 0
‖h (ei, X )‖2

+ g (5X , 5X ) , (11)

其中最后一个等号利用了M
n+ 1的极小性.

由 (5)有 h (X , Ν) = - 5X , 故‖h (X , Ν)‖2= g (5X , 5X ) , 将此式代入 (11)得

∑
n

i= 0
Rϖ (ei, u , u , ei) = Sθ (X , X ) - S (X , X ) - ∑

n

i= 1
‖h (ei, X )‖2

. (12)

　　用 (8)的第二个等式和 h (X , Ν) = - 5X , 易验证下式
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‖A u‖ = ∑
n

i= 1

‖h (ei, X )‖2 + 2g (X , X ). (13)

　　现在, 将 (9) , (12)和 (13)代入 (7)有

V ″(u ) = ∫M n+ 1 [‖ý X ‖2
- Sθ (X , X ) + S (X , X ) - 2g (X , X ) ]

3
1. (14)

　　设W = ý X X - (d ivX ) ·X , 又设w 是相伴于 X 的 12形式. 那么直接计算得到 (见 Yano2
Kon [1 ]P45. (4. 4)式)

0 = ∫M n+ 1
(d ivW ) 3

1 = ∫M n+ 1 [S (X , X ) + ‖ý X ‖2
-

1
2
‖dW ‖2

- (∆W ) 2
]

3
1. (15)

结合 (14)和 (15)得到

V ″(u) = ∫M n+ 1 [
1
2
‖dW ‖2

+ (∆W ) 2
- (Sθ (X , X ) + 2g (X , X ) ) ]

3
1. (16)

从 (16)式可得:

(1)　如果M
2n+ 1的R icci 曲率大于- 2, 且H

1 (M
n+ 1, R )≠0, 则存在M

n+ 1上调和 12形式 Β.

因此 d Β= ∆Β= 0, 设 u= 5 Y , 其中 Y 是相伴于 Β的M
n+ 1上向量场. 由 (16) 知, 对这个法向量场

u , 有V ″(u ) < 0, 因此M
n+ 1不稳定.

( 2) 　如果M
2n+ 1的R icci 曲率不大于- 2, 即 S (X , X ) ≤- 2 (X , X ) , 于是 (16) 式表明: 对

M
n+ 1上任何法向量场 u , 有V ″(u )≥0, 故M

n+ 1稳定.
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Abstract

In th is paper, w e p rove the fo llow ing

Theorem　L etM
n+ 1

be a clo sed an t i2invarian t m in im al subm an ifo ld tangen t to the struc2
tu re vecto r field of Sasak ian m an ifo ldM

2n+ 1 , then

(1)　 If R icci cu rva tu re ofM
2n+ 1

is g rea ted than - 2 and H
1 (M

n+ 1, R ) ≠ 0 , thenM
n+ 1

is

un stab le.

(2)　 If R icci cu rva tu re ofM
2n+ 1

is no t grea ter tha t - 2, thenM
n+ 1

is stab le.
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