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局部凸空间上锥映象拓扑度的计算
Ξ

梁　方　豪
(山东大学数学系, 济南 250100)

摘　要　本文给出了局部凸空间上锥映象拓扑度计算的一个结果, 并举例说明了它

的应用.
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本文恒设 X 是H au sdo rff 局部凸实线性拓扑空间 (简称局部凸空间). 在文献[1 ]中, 设 K

是 X 中闭凸集, D 是 X 中开集, T : D{ →K 是连续映象且 T (D{ ∩K ) 的闭包是紧集, 又设 Η| ( I

- T ) (5D ∩K ) ( I 为恒等映象) , 在此情况下[1 ]定义了拓扑度 degK ( I - T ,D , Η) , 并对其证明了

正规性、可加性、紧同伦不变性以及 degK 非零时算子方程有解性等性质. 显然把[1 ]中的“T : D{

→K 连续”改为“T : D{ ∩K →K 连续”不会给 degK 的建立及性质带来任何影响. 就拓扑度的计

算而言, [ 1 ]只给出了拓扑度为 1 及奇数的结果.

以下恒设 P 是 X 中的锥. 本文对于锥映象 T : D{ ∩P →P 给出了拓扑度为 0 的某些条件,

并且进而根据拓扑度的可加性导出了锥映象的不动点定理. 本文的结果是文献[ 2 ]的推广, 但

[2 ]的方法不能得出本文的结果.

定理 1　设D 是X 中开集,D{ ∩P 有界. 又设 T : D{ ∩P →P 是全连续映象 (即 T : D{ ∩P →P

连续且 T (D{ ∩P )的闭包是紧集). 若下面的条件 (d0)成立:

(d0)　
存在全连续映象 S : D{ ∩ P → P , 使 Η| S (5D ∩ P ) , 且使

　　x - T x ≠ tS x , Π x ∈ 5D ∩ P , t ≥ 0,
(1)

则 degP ( I - T ,D , Η) = 0.

证明　记 E = D{ ∩P , 5P E = 5D ∩P. 设N (Η)是 Η的平衡凸邻域的全体.

第一步　由 Η| S (5P E )知存在U ∈N (Η)使

S (5P (E ) < CU , (2)

CU 表示U 对X 的余集. 由T (E )紧知其有界, 再由 E 有界知 ( I - T ) (E )有界, 故存在 t0> 0 使

( I - T ) (E ) < 1
2

t0U. (3)

　　令

F = {x - T x - tS x ûx ∈ 5P E , t ∈ [0, t0 ]}. (4)
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下证 F 是闭集: 设 F 中的网{w n= x n- T x n- tnS x n}收敛于X 中的w 点. 由 T (5P E )的闭包紧

知网{T x n}有子网 T x n i
→y , 又由 S (5P E )的闭包紧知网{S x n i

}有子网收敛于某点 z , 不妨记此子

网为{S x m }. 由[0, t0 ]是R
1 中紧集知网{ tm }有子网 tm j

→ t 且 t∈ [ 0, t0 ], 于是 T x m j
+ tm jS x m j

→y

+ tz. 再由w m j
→w 可知 x m j

→w + y + tz = x. 由 5P E 闭知 x ∈5P E , 由 T 与 S 在 5P E 上连续知

w m j
→x - T x - tS x , 所以w = x - T x - tS x ∈F. F 闭得证. 由 (1)知 Η| F , 故存在V ∈N (Η)使

F < C ( t0V ). (5)

　　显然可取 p ∈ ( 1
2

U ) ∩V ∩P 使 p ≠Η. 令R 是映E 成 p 的映象. 由 (2) 知 (S + R ) (5P E )

= S (5P E ) + p < CU +
1
2

U. 相应于平衡凸开集U 的M inkow sk i泛函是X 上的半范数, 利用

此半范数容易证明CU +
1
2

U < C ( 1
2

U ) , 所以

(S + R ) (5P E ) < C ( 1
2

U ). (6)

　　令 H (x , t) = (T + tS + tR ) x. 当 x ∈5P E 且 t> t0 时, 由 (6) 知 ( tS + tR ) x ∈ tC ( 1
2 U ) =

C ( 1
2 tU ) < C ( 1

2 t0U ) , 从而由 (3)知 x - H (x , t)≠Η; 当 x ∈5P E 且 0≤t≤t0 时, 由 p∈V 知 tR x

= tp ∈tV < t0V , 从而由 (4)、(5)知 x - H (x , t)≠Η. 总之

x - H (x , t) ≠ Η, Π x ∈ 5P E , t ≥ 0. (7)

　　设 Σ> 0. 由 T、S、R 都是 E →P 的全连续映象并且[0, Σ]是 R
1 中紧集, 利用网收敛容易证

明H : E×[0, Σ]→P 是全连续映象. 注意到 (7) , 由文献[1 ]定理 4 (degK 的紧同伦不变性)便得

degP ( I - T ,D , Η) = degP ( I - T - ΣS - ΣR ,D , Η). (8)

　　第二步　显然 (S + R ) (E ) = S (E ) + p < P + p , 由 p∈P 及 p≠Η知 Η| P + p , 所以存在W

∈N (Η)使

(S + R ) (E ) < CW . (9)

　　由 ( I - T ) (E ) 有界知存在 t1 > 0 使 ( I - T ) (E ) < t1W , 又由 (9) 知 ( t1S + t1R ) (E ) <

C ( t1W ) , 所以对Π x ∈E 有 ( I - T - t1S - t1R ) x ≠Η, 于是由[ 1 ]定理 1 (degK 非零时算子方程有

解性)得 degP ( I - T - t1S - t1R ,D , Η) = 0. 再由第一步的 (8)式 (取 Σ= t1)即知

degP ( I - T ,D , Η) = 0.

注　定理 1 中的条件 (d0)有如下常用的两个特例:

(d′
0)　存在 p ∈P , p ≠Η, 使当 x ∈5D ∩P 且 t≥0 时有 x - T x ≠tp ;

(d″
0)　Η| T (5D ∩P )并且当 x ∈5D ∩P 及 t≥1 时有 x ≠tT x.

定理 2　设D 1 与D 2 都是X 中开集, Η∈D 1< D{ 1< D 2, D{ 2∩P 有界. 又设 T : D{ 2∩P →P 全

连续. 如果当 i= 1 或者 i= 2 时, 对于D i 条件 (d1)成立:

(d1)　　　　　　　　　x ≠tT x , Π x ∈5D i∩P , t∈[0, 1 ],

同时对于D 3- i条件 (d0)成立 (或 (d′
0) , (d″

0)之一成立) , 那么 T 在 (D 2- D{ 1)∩P 中有不动点.

证明　由条件 (d1) 可知 degP ( I - T , D i, Η) = 1 (证法与Banach 空间的情况无异) ; 再根据

定理 1 及 degP 的可加性立即知定理 2 成立.

当积分区域无界时, 非线性积分算子在赋范数的函数空间上往往不是全连续的, 这就使得
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拓扑度等工具不能使用. 如果在函数空间上不是引入范数而是引入距离使之成为拓扑较弱

的局部凸空间, 则积分算子在其上就可能全连续了. 下面的定理 3 就是按此途径根据定理 2 得

证的, 它作为一个例子说明了定理 1 的使用意义.

定理 3　对于非线性H amm erstein 积分方程

C (x ) = ∫
+ ∞

- ∞
k (x , y ) f (y , C (y ) ) d y ≡ (TC) (x ) , (10)

设 k (x , y ) 在R
1 ×R

1 上非负连续, f (x , u ) 在R
1 × [0, + ∞) 上非负连续, 且当 t > 0 时 f (x ,

u ) 在R
1 × [0, t ] 上有界. 又设: 　 ( i) 对于 k (x , y ) , 存在正测度有界闭集F < R

1 及正数Α≤ 1,

使得对 Π x ∈ F , y ∈R
1
, z ∈R

1 有 k (x , y ) ≥ Αk (z , y ) ; 又存在 x 0 ∈ F 及 Β> 0 使 k (x 0, y ) 在

R
1 上可积且当 y ∈F 时 k (x 0, y ) ≥Β; 　 ( ii) f (x , u ) 满足超线性条件: lim

u→0+
(f (x , u ) öu ) = 0 对

于 x ∈R
1 一致成立, 并且 lim

u→+ ∞
(f (x , u ) öu ) = + ∞对于 x ∈ F 一致成立; 或者 f (x , u ) 满足次

线性条件: lim
u→0+

(f (x , u ) öu ) = + ∞对于 x ∈F 一致成立, 并且 lim
u→+ ∞

(f (x , u ) öu ) = 0 对于 x ∈

R
1 一致成立, 则方程 (10) 存在不恒等于零的非负连续函数解.
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The Com putation of Topolog ica l D egree for Cone M aps
in a L oca lly Convex Space

L iang F ang hao
(D ep t. of M ath. , Shandong U niversity, J inan)

Abstract

W e give a resu lt of topo log ica l degree com pu ta t ion of cone m ap s in a loca lly convex

space, and show its app lica t ion by a exam p le.

Keywords　loca lly convex space, cone m ap , topo log ica l degree.
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