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圆周上单调映射的拓扑熵
Ξ

何连法　　　王在洪
(河北师范大学数学系, 石家庄 050016)

摘　要　本文研究了圆周上单调映射的拓扑熵, 得到了圆周上连续单调映射 f 的拓

扑熵 h (f ) = logûdeg (f ) û.
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众所周知, 拓扑熵是动力系统的重要内容, 有关拓扑熵的研究已有很多成果, [ 1 ] 和[2 ] 分

别给出了圆周上同胚和扩张映射的拓扑熵. 综观这两类映射的共性是它们都具有单调性, 那么

一个自然的问题是: 圆周上单调映射的拓扑熵为何呢?本文研究了这个问题.

定义　设 (X , d ) 是度量空间, f : X →X 是一致连续映射, n ∈N , Ε> 0, K 是X 的子集,

F 是X (K ) 的子集, 如果对任意 x ∈K , 存在点 y ∈F , 使得m ax{d (f
i (x ) , f

i (y ) ) : 0 ≤ i ≤ n -

1} ≤ Ε, 则称集 F 为对 f (n , Ε) 生成 K 的, 称 F 为 K 的 (n , Ε) 生成集 (生成子集).

当 K 紧致时, 分别用 rn (Ε, K ) 和O n (Ε, K ) 表示 K 的 (n , Ε) 生成集 (生成子集) 中基数最小

者的基数, 那么有 rn (Ε, K ) < + ∞, on (Ε, K ) < + ∞.

记 rλf (Ε, K ) = lim sup
n→∞

1
n

log rn (Ε, K ) , h (f , K ) = lim
Ε→0

rλf (Ε, K ). h (f ) = sup {h (f , K ) ûK <

X , K 是紧致子集}.

若X 是紧致度量空间, 则 h (f ) = h (f , X ).

引理 1[ 3 ]　设 f : S
1 → S

1 是连续满映射, ûdeg (f ) û ≥ 2, 则 h (f ) ≥ logûdeg (f ) û.
引理 2　 设 (X , d ) 是紧度量空间,A ,B 是X 的闭子集, 且X = A ∪B , f : X →X 是一致

连续映射, 则 rn (Ε, X ) ≤O n (Ε,A ) + O n (Ε,B ).

证明由定义直接可得.

引理 3　设 f : S
1 →S

1 是严格递增的连续映射, 且m = degf ≥ 2, 则对任意 n ≥ 0, 存在m
n

个互不相同的闭弧 I s1⋯sn
(1 ≤ sΑ≤m , 1 ≤Α≤ n) 使得 f

n ( I s1⋯sn
) = S

1
, 且有 ∪

1≤s1⋯sm ≤m
I s1⋯sn

= S
1
.

证明　由于m = deg (f ) ≥ 2, 故 f 存在不动点 P ∈ S
1, 不妨设 Π(0) = P (这里 Π: R

1 →

S
1
, Π(x ) = e

2Πix ).

选择 f 的适当提升F 使得F (0) = 0, 由于 f 是严格递增的, 即F 是严格递增的, 由 deg (f )

= F (1) = m 可知, 在[0, 1 ] 中存在点 0 = x 0 < x 1 < ⋯ < x m - 1 < x m = 1 使 J i = [x i- 1, x i ],
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i = 1, 2, ⋯,m , F (J i) = [ i - 1, i ]. 记 I i = Π(J i) , 则 f ( I i) = f ü Π(J i) = Πü F (J i) = Π[ i -

1, i ] = S
1
.

由于 f ( I i) = S
1
, I i < S

1 ( i = 1, 2, ⋯,m ) , 且 f 是严格单调的, 故存在m 个闭弧段 I ij ( j =

1, 2, ⋯,m ) 使得 I ij < I i, f ( I ij ) = I j , f 2 ( I ij ) = S
1 (1≤ i, j ≤m ) , 并且 In t ( I ij ) ∩ In t ( I k l) = Á ( i

≠ k 或 j ≠ l) , ∪
m

j= 1
I ij = I i. 因而 n = 2 时有结论成立.

归纳地证明: 对任意 n ∈N , 存在m
n 个闭区间 I s1⋯sn

(1 ≤ sΑ≤m , 1 ≤Α≤ n) 满足 f
n ( I s1⋯sn

)

= S
1, 且有 In t ( I s1⋯sn

) ∩ In t ( I s′1⋯s′n
) = Á (存在某个 i ∈ {1, ⋯,m } 使 si ≠ s′i) , 且 ∪

1≤s1⋯sn≤m
I s1⋯sn

= S
1
.

引理 4　 设 f 满足引理 3 中的条件, 则对任意自然数 n 及充分小正数 Ε,O n (Ε, I s1⋯sn
) ≤

nM (这里M = [Ε- 1 ] + 1).

证明　设Ε< m in{L ( I 1) , ⋯,L ( Im ) } (其中L ( I i) 表示 I i 两端点所夹弧长). 下面用数学归

纳法证明:

显然O 1 (Ε, I s1⋯sn
) ≤M .

假设O k (Ε, I s1⋯sn
≤ kM . 用 F 表示基数为O k (Ε, I s1⋯sn

) 的 I s1⋯sn
的 (k , Ε) 生成子集. 考虑 f

k
F

及 f
k ( I s1⋯sn

) , 在弧段 f
k ( I s1⋯sn

) 上加若干点, 使得新加点与 f
k
F 中的点一起把 f

k ( I s1⋯sn
) 划分成

弧长小于 Ε的一个个小弧段. 显然至多加M 个点即可. 设新加点点集为 A . 记 F
1

= F ∪

(f
- k (A ) ∩ I s1⋯sn

) , 下面证明 F
1 是 I s1⋯sn

的 (k + 1, Ε) 生成子集.

对任意 x ∈ I s1⋯sn
, 存在 y ∈F 使得d (f

i (x ) , f
i (y ) ) ≤Ε, 0≤ i≤ k - 1. 若d (f

k (x ) , f
k (y ) )

≤ Ε, 则不用再证. 若 d (f
k (x ) , f

k (y ) ) > Ε, 记 f
(k- 1) (x ) 和 f

(k - 1) (y ) 所夹劣弧段 I , 则有 I <
f

(k- 1) ( I s1⋯sn
). 这因为, 若 I ⁄ f

(k- 1) ( I s1⋯sn
) , 由 I s1⋯sn

的构造过程可知存在 I t1 t2⋯tn- k+ 1 及 I i 使得

f
(k- 1) ( I s1⋯sn

) = I t1 t2⋯tn- k+ 1 < I i, 从而存在 I j ( i ≠ j ) , In t ( I i) ∩ In t ( I j ) = Á , I j < I , 由 Ε的选取

知 I 的两端点间的弧长大于 Ε, 但 d (f
(k - 1) (x ) , f

(k - 1) (y ) ) ≤ Ε, 矛盾. 故有 I < f
(k- 1) ( I s1⋯sn

).

记 J 0 = f ( I ) , 在 J 0 中取点W ,W = f
k (z ) , z ∈ f

- k (A ) ∩ I s1⋯sn
使得 d (f

k (x ) , f
k (z ) ) ≤

Ε, 显然

d (f
(k- 1) (x ) , f

(k- 1) (z ) ) ≤ Ε.
不妨记 J 1 = [ f

(k- 1) (x ) , f
(k- 1) (y ) ] < f

(k - 1) ( I s1⋯sn
). 由于 f : f

(k- 2) ( I s1⋯sn
) → f

(k- 1) ( I s1⋯sn
) (2 ≤

k ≤ n) 是同胚, J 1 是闭弧段, 故在 f
(k- 2) ( I s1⋯sn

) 中存在闭弧段 J 2 使得 f (J 2) = J 1. 显然 J 2 =

[ f
(k - 2) (x ) , f

(k- 2) (y ) ] 或J 2 = [ f
(k- 2) (y ) , f

(k- 2) (x ) ], 不妨取前一种情形, 由于 f
(k- 1) (z ) ∈J 1,

故 f
(k- 2) (z ) ∈ J 2, 又因为 d (f

(k - 2) (x ) , f
(k - 2) (y ) ) ≤ Ε, 所以

d (f
(k- 2) (x ) , f

(k- 2) (z ) ) ≤ Ε.
同理可证对任意 i 有

d (f
i (x ) , f

i (y ) ) ≤ Ε(0 ≤ i ≤ k ).

所以 F
1 是 I s1⋯sn

对 f 的 (k + 1, Ε) 生成子集. 因而有

O (k+ 1) (Ε, I s1⋯sn
) ≤ (k + 1)M .

故O n (Ε, I s1⋯sn
) ≤ nM .
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命题 1　 设 f : S
1 → S

1 是严格单调的连续映射, 则 f 的拓扑熵 h (f ) = logûdeg (f ) û.
证明　当 ûdeg (f ) û = 1 时, f 是同胚, h (f ) = 0.

当 ûdeg (f ) û ≥ 2 时, 注意到 deg (f 2) = (deg (f ) ) 2 且 h (f 2) = 2h (f ) , 只须对 deg (f ) = m

≥ 2 证明即可.

取 Ε> 0 适合引理 4, 对任意 n ∈N , 存在m
n 个闭弧段 I s1⋯sn

使得 f
n ( I s1⋯sn

) = S
1 (1 ≤ sΑ≤

m , 1 ≤ Α≤ n) 且 ∪
1≤s1⋯sn≤m

I s1⋯sn
= S

1
. 由引理 4 知O n (Ε, I s1⋯sn

) ≤ nM . 又由引理 2 知

rn (Ε, S
1) ≤ ∑

1≤s1⋯sn≤m

O n (Ε, T s1⋯sn
) ,

从而 rn (Ε, S
1) ≤ nM m

n
, rλf (Ε, S

1) = lim sup
n→∞

1
n

log rn (Ε, S
1) , rλf (Ε, S

1) ≤ logm , 因此

h (f , S
1) ≤ logm , h (f ) ≤ logm .

最后, 结合引理 1 得到: h (f ) = logm , 即 h (f ) = logûdeg (f ) û.
命题 2　 设 f : S

1 → S
1 是单调但非严格单调的, 则 h (f ) = logûdeg (f ) û.

为了证明命题 2, 先证两个引理.

引理 5　设 f : S
1 → S

1 是单调的连续映射, deg (f ) = 1, 若 p p (f ) ≠ Á (p p (f ) 是 f 的周

期点集) , 则 f 的周期点均具有相同的周期.

证明　分两种情况.

1)　F ix (f ) ≠Á , 显然F ix (f ) 是闭集. 若F ix (f ) = S
1
, 则显然结论成立. 若F ix (f ) ≠S

1
,

设 (Α, Β) 是 S
1øF ix (f ) 的任意一个余区间, 因 Α, Β∈ F ix (f ) 且 f 是单调的, 故有

f ( (Α, Β) ) = (Α, Β).

对于任意 x ∈ (Α, Β) , 有 f (x ) > x 或 f (x ) < x , 不妨设 f (x ) > x. 于是点列{f
n (x ) } 是单调递

增且是有界的, lim
n→∞

f
n (x ) = Β, 故 (Α, Β) 中的点均为游荡点, 由此得到S

1øF ix (f ) 中不包含任何

周期点, 故有 p p (f ) = F ix (f ).

2)　F ix (f ) = Á , 设 n = m in{k û f
k (x ) = x , x ∈ p p (f ) }. 由 1) 可知 f

n 没有周期大于或

等于 2 的周期点. 设 x ∈ p p (f ) 且m 是 x 的周期, 现证m = n. 否则若m > n , 由于 f
m (x ) = x ,

故 (f
n)

m
(x ) = x , 于是存在整数 k 使得 (f n) k (x ) = x , 2 ≤ k ≤m , (f n) i (x ) ≠ x , 1 ≤ i ≤ k -

1. 即 x 是 f
n 的周期大于 1 的周期点, 矛盾. 故 f 的任意周期点具有相同的周期.

引理 6　条件如引理 5, 则存在同胚 g : S
1 →S

1 及正整数 n 使 F ix (f
n) = 8 (f

n) = 8 (g ) =

F ix (g ) (这里 8 (õ) 是 (õ) 的非游荡点集).

证明　由引理 5 知 f 的周期点有相同的周期 n. 对任意 x ∈ F ix (f
n) , 定义 g (x ) = x. 在

S
1øF ix (f

n) 的任意一个余区间 (Α, Β) 上, 因为对任意 x ∈ (Α, Β) , 有 f
n (x ) > x 或 f

n (x ) < x.

现在 (Α, Β) 上如下定义 g: (Α, Β) → (Α, Β) 使得 g 满足: 当 f
n (x ) > x 时有 g (x ) > x , 而当 f

n (x )

< x 时有 g (x ) < x , 于是容易得到满足结论的同胚 g.

命题 2 的证明　因 deg (f
n) = (deg (f ) ) n 及 h (f

n) = nh (f ) , 故只对 deg (f ) ≥ 1 证明即

可, 分情形证明如下:

1)　deg (f ) = 1, 若 p p (f ) = Á , 由[4 ] 知 h (f ) = 0. 若 p p (f ) ≠ Á , 由引理 6 知存在同

胚 g : S 1 → S 1 使得 F ix (f n) = 8 (f n) = 8 (g ) = F ix (g ) , 于是由 h (f n) = h (f nû8 (f n) ) =

h (g û8 (g ) ) = h (g ) = 0, 故 h (f ) = 0.
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2)　deg (f ) ≥2, 首先指出引理3、4对单调映射依然成立. 事实上, 设A 是引理 4证明中

新增加点的点集, 在 f
- 1 (A ) ∩ f

(k- 1) ( I s1⋯sn
) 中取点集A 1, 使得CardA 1 = CardA , f (A 1) = A ,

归纳地在 f
- 1 (A i- 1) ∩ f

(k- i) ( I s1⋯sn
) 中取点集A i 使得CardA i = CardA i- 1, f (A i) = A i- 1, 记F

1

= F ∪A K , 可以仿照引理 4 的证明得O n (Ε, I s1⋯sn
) ≤ nM . 余下部分与命题 1 的相同.

定理　设 f : S
1 → S

1 是单调的连续映射, 则 f 的拓扑熵 h (f ) = logûdeg (f ) û.
最后注意到扩张映射是严格单调的连续映射, 立刻得到:

推论 1　 若 f : S
1 → S

1 是扩张映射, 则 h (f ) = logûdeg (f ) û.
推论 2　 若 f : S

1 → S
1 是连续满射, 且 (S

1
f , f

�) 是可扩的, 则 h (f ) = logûdeg (f ) û.

证明　由[5 ] 知若 (S
1
f , f

�) 可扩, 则 f 与扩张映射g: S
1 →S

1
, g (z ) = z

m (这里m = deg (f ) )

是拓扑共轭的, 故有 h (f ) = logûdeg (f ) û.
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The Topolog ica l En tropy of M onotone M aps on C ircles

H e L ianf a　　　W ang Z a ihong
(H ebei T eachers′U niversity, Sh i J iazhuang 050016)

Abstract

In th is paper, w e study the topo log ica l en tropy of m ono tone m ap s on circles and p rove

the topo log ica l en tropy of a con t inua l m ono tone m ap f is h (f ) = logûdeg (f ) û .

Keywords　en tropy, span2set.
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