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作为T 2空间T 2伦型不变量的特异指数
Ξ

张　增　喜
(首都师范大学数学系, 北京 100037)

摘　要　对 T 2空间之间引进了 T 2映射, T 2同胚, T 2映射的 T 2同伦, T 2空间的

T 2同伦等价等概念. 对 T 2紧致连通H ausdo rff 空间应用Cεech2sm ith 特异上同调理论定义了

特异指数的概念, 并在此基础上证明了 T 2空间的特异指数是 T 2空间的 T 2伦型不变量, 从

而也证明了它是 T 2空间的T 2同胚不变量.
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1　定 义 与 命 题

应用[1 ]中的一些记号和记法.

用 (X , T )表示 T 2空间, 即其中X 是拓扑空间, T ∈T 是从X 到自身的周期为 p (p > 1,

整数) 的拓扑变换, 并设它是素质的 (p rim it ive) [ 2 ]
, 易见, 如果 p 是素数, 则 T 总是素质的, T

是由 T 生成的循环变换群. 以下普遍设所有 T 2空间中的变换 T 的周期均为 p ; 记 F 为 T 的

不动点集.

定义 1. 1　设 (X , T ) , (X� , T ) 都是 T 2空间, 称 f : (X , T ) → (X� , T ) 为 T 2映射, 如果

f : X →X� 是连续映射且使得 f T = Tf .

命题 1. 2　若 f : (X , T ) → (X� , T ) , g : (X� , T ) → (X
≈

, T ) 均为 T 2映射, 则 gf 也为 T 2
映射 gf : (X , T )→ (X

≈
, T ).

定义 1. 3　设 (X , T ) , (X� , T ) 都是 T 2空间, 称 T 2映射 f : (X , T ) → (X� , T ) 为 T 2同
胚, 如果 f : X →X

� 是同胚. 此时还称 (X , T ) 与 (X�, T ) 是 T 2同胚的, 并记作 (X , T ) µ (X� ,

T ).

定义 1. 4　设 f 0, f 1: (X , T )→ (X� , T )均为T 2映射, 如果存在连续映射H : X ×I→X� 使

得图表

　 X ×I ——→
H

X�

T ×1↓ ↓T

　 X ×I ——→
H

X�

可交换, 这里 H (x , t) = f t (x ) 且 H (x , 0) = f 0 (x ) , H (x , 1) = f 1 (x ) , x ∈X , t∈ I = [ 0, 1 ], 在
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T ×1中, 1: I→I 是恒同映射, 此时称 f 0与 f 1是 T 2同伦的, 并记作 f 0 ∆ f 1: (X , T ) → (X�,

T ) , 而称H 为 f 0与 f 1之间的 T 2同伦或 T 2伦移.

定义1. 5　若 T 2映射 f : (X , T )→ (X� , T )和 g : (X� , T )→ (X , T )使得

gf ∆ 1: (X , T )→ (X , T )及 f g ∆ 1: (X� , T )→ (X� , T )

则称 f 是 T 2同伦等价, g 是其 T 2同伦逆, 此时还称 (X , T ) 与 (X� , T ) 是 T 2同伦等价的或

称 (X , T )与 (X� , T )有相同的 T 2伦型并记作 (X , T ) ∆ (X� , T ).

容易看出, 若 f : (X , T ) → (X� , T ) 是 T 2同胚, 则它也是 T 2同伦等价, 而 f
- 1: (X� , T )

→ (X , T )是其 T 2同伦逆.

2　特异指数的定义

沿用[1 ], [ 3 ], [ 4 ]中的记号和记法.

本节总假定 (X , T )等是 T 2紧致连通H au sdo rff 空间, T 是素质的且无不动点: F = Á .

对于 (X , T )的特异上同调群有

命题2. 1　对所有整数 s≥0,
Θ′- 1

H
s (X , G ) =

Θλ′
H

s (X , G ) (Θ′= Ρ′或 Σ′; 相应地 Θλ′= Σ′或 Ρ′, Θ′≠Θλ′) ,

其中G 为值群[ 3 ].

命题2. 2　Θ′2上同调序列

⋯→Θ′- 1
H

s (X , G )→
iΘ′

H
s (H , G )→

jΘ′
Θ′
H

s (X , G )→
kΘ′

Θ′- 1
H

s+ 1 (X , G )→
iΘ′

⋯

总是正合的, 其中H
s (X , G )是一般Cεech 上同调群[ 3 ].

由命题2. 1和2. 2又有

命题2. 3　Θ′2上调序列

⋯→Θλ′
H

s (X , G )→
iΘ′

H
s (H , G )→

jΘ′
Θ′
H

s (X , G )→
kΘ′

Θλ′
H

s+ 1 (X , G )→
iΘ′

⋯

总是正合的.

将 Θ′和 Θλ′交换.

命题2. 4　Θλ′2上同调序列

⋯→Θ′
H

s (X , G )→
iΘλ′

H
s (X , G )→

jΘλ′
Θλ′
H

s (X , G )→
kΘλ′

Θ′
H

s+ 1 (X , G )→
iΘλ′

⋯

总是正合的.

再将命题2. 3和2. 4中的边缘同态

Θ′
H

s (X , G )→
kΘ′

Θλ′
H

s+ 1 (X , G ) ,

及

Θλ′
H

s (X , G )→
kΘλ′

Θλ′
H

s+ 1 (X , G )

依照维数递增的次序交错地连接起来, 则得

定义2. 5　序列

⋯→Θ′
H

s (X , G )→
kΘ′

Θλ′
H

s+ 1 (H , G )→
kΘλ′

Θ′
H

s+ 2 (X , G )→
kΘ′

Θλ′
H

s+ 3 (X , G )→⋯

称为 Θ′2边缘同态序列.
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在上序列中, 令 Θ′= Σλ′, s= 0, 则序列2. 5变成

定义2. 6　序列

Σλ′
H

0 (X , G )→
kΣλ′

Σ′
H

1 (X , G )→
kΣ′

Σλ′
H

2 (X , G )→
kΣλ′

Σ′
H

3 (X , G )→⋯

称为 Σ′2边缘同态序列.

将交错的序列 Σλ′, Σ′, Σλ′, ⋯及 k Σλ′, k Σ′, k Σλ′, ⋯分别记为 Σ′0, Σ′1, Σ′2, ⋯及 k Σ′0 , k Σ′1 , k Σ′2 , ⋯, 于是序列

2. 6变成

定义2. 7　序列

Σ′0H
0 (X , G )→

kΣ′0
Σ′1H

1 (X , G )→
kΣ′1

Σ′2H
2 (X , G )→

kΣ′2
Σ′3H

3 (X , G )→⋯

称为 Σ′s2边缘同态序列.

将序列2. 7中前 s 个边缘同态复合起来得到 Θ′边缘同态

k Σ′, s= k Σ′s- 1⋯k Σ′1k Σ′0:
Σ′0H

0 (X , G )→ Σ′sH
s (X , G ).

可以证明 Σ′0H
0 (X , G )≈G , 从而对于每一元素 g∈G 有唯一02维特异上类 z

03
∈ Σ′0H

0 (X ,

G )与之对应.

定义2. 8　设 (X , T ) 适合本节开头所作的假设, 则对于元素 g∈G 有唯一02维特异上类

z
83
∈ Σ′0H

0 (X , G )与之对应, 称

A
s (X , G , g ) = k Σ′, s (z

03
)∈Σ′sH

s (X , G )

为 T 2空间 (X , T )关于值群G 及元素 g∈G 的特异上类, 如果存在最小正整数m 使得

A
n (X , G , g ) = 0,

则这个最小正整数m 称为 T 2空间 (X , T )关于值群G 及元素 g∈G 的特异指数并记作

I n (X , G , g ) : I n (X , G , g ) = m ;

如果这样的整数不存在, 则称其特异指数为+ ∞, 即令

I n (X , G , g ) = + ∞.

容易看出, 特异指数与值群G 以及G 中特定元素 g 有关.

3　主 要 结 果

定理　设 (X , T ) , (X� , T )均为T 2紧致连通H au sdo rff 空间, 在 (X , T ) , (X� , T )上的 T

∈T 均无不动点, 且 (X , T ) ∆ (X� , T ) , 则对于任一值群G 及任一元素 g∈G 有

I n (X , G , g ) = I n (X� , G , g ).

推论　若 f : (X , T )→ (X� , T ) 为 T 2同胚, (X , T ) 为 T 2紧致连通H au sdo rff 空间且在

(X , T )上, T ∈T 无不动点, 则对于任一值群及任一元素 g∈G 有

I n (X , G , g ) = I n (X� , G , g ).
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Spec ia l Singular Ind ices of T -Spaces as Invar ian t Quan ta
of T -Hom otopy Types of T -Spaces

Z hang Z eng x i
(D ep t. of M ath. , Cap ital N o rm al U niv. , Beijing 100037)

Abstract

In th is paper, w e in troduce the concep ts of T 2m ap , T 2hom eom o rph ism , T 2hom o2
top ies betw een T 2m ap s, T 2hom o topy2equ iva len ts betw een T 2spaces, and define the con2
cep t of specia l singu lar index of T 2space by Cεech2Sm ith specia l singu lar cohom o logy theo ry

fo r T 2com pact connected H au sdo rff spaces. W e p rove tha t the specia l singu lar indeces of

T 2spaces are the invarian t quan ta fo r T 2hom o topy2types of T 2spaces, the invarian t quan2
ta fo r T 2hom eom o rph ism 2types of T 2spaces, too.

Keywords　T 2hom eom o rph ism , T 2hom o topy, Θ′2cohom o logy sequence, Θ′2boundary ho2
m om o rph ism , specia l singu lar index.
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