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共振情形下次线性椭圆偏微分方程的解
Ξ

韩　志　清
(青岛大学数学系, 266071)

摘　要　研究了共振下的微分方程 ∃u+ Κ1u+ g (x , u) = 0, x∈58 ; uû 58 = 0. 在 g (x , u)

关于 u 次线性的情形, 证明了解的存在性, 从而部分地回答了 F igueiredo and M assab i 的一个

问题.
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§1　引　言

考虑如下问题

∃u + Κ1u + g (x , u ) = 0, x ∈ 8 ,

uû 58 = 0,
(1. 1)

其中 8 < RN 是边界充分光滑的有界区域; Κ1 是一 ∃ 在D irich let 零边界条件的第一特征值, 对

于特征子空间为 sp an{Ω(x ) }, 其中 Ω(x ) > 0, Π x ∈ 8 ; g (x , u ) 满足Cara theodo ry 条件, 即对

a. e. , x ∈ 8 , g (x , õ) 连续, 对 Π u ∈ R, g (õ, u ) 可测且对任何U > 0, 存在 ΡU (x ) ∈L
2 (8 ) 使

ûg (x , u ) û ≤ ΡU (x ) , Π ûuû ≤U.

条件 (g)　g (õ, õ) : 8 × R → R 满足 Caratheodo ry 条件且存在 b (x ) ∈ L
2 (8 ) , c ≥ 0,

0 ≤ Α< (N + 2) ö(N - 2) 使 ûg (x , u ) û ≤ cûuû Α + b (x ).

记G (x , s) = ∫
s

0
g (x , Ν) d Ν且令

# + (x ) = lim
s→+ ∞

G (x , s)
s

, 　Χ+ (x ) = lim
s→+ ∞

G (x , s)
s

,

# - (x ) = lim
s→- ∞

G (x , s)
s

, 　Χ- (x ) = lim
s→- ∞

G (x , s)
s

,

假设以上所有极限关于 x ∈ 8 是一致的.

F igueiredo , M assabò[ 1 ] 获得的两个结果可如下叙述:

定理A 　设 ( i) g (x , s) 满足条件 (g) , 其中 0 ≤ Α<
1
2

; 　 ( ii) # - (x ) , Χ+ (x ) ∈L
r (8 ) ,

r >
N
2

且∫8
# - (x ) Ω(x ) d x < 0 < ∫8

Χ+ (x ) Ω(x ) d x , 则 (1. 1) 在H
1
0 (8 ) 中至少有一解.
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定理B　 设 ( i) g (x , s) 满足条件 (g) , 其中 0 ≤ Α<
N + 2
N - 2

; 　 ( ii) # + (x ) , Χ- (x ) ∈

L
r (8 ) , r >

N
2
且∫8

# + (x ) Ω(x ) d x < 0 <∫8
Χ- (x ) Ω(x ) d x , 则 (1. 1) 在H

1
0 (8 ) 中至少有一解.

由于在 1
2
≤ Α< 1 时, F igueiredo , M assabò没能证明 (1. 1) 相应泛函的 P. S. 条件, [ 1 ] 提

出了定理A 对 1
2
≤ Α< 1 是否还正确这一问题. 本文在一定条件下部分回答了这个问题.

由条件 (g) 知, 下列极限的引进似乎更有意义:

# + , Α(x ) = lim
s→+ ∞

G (x , s)
sõ ûsû Α, 　Χ+ , Α(x ) = lim

s→+ ∞

G (x , s)
sõ ûsû Α,

# - , Α(x ) = lim
s→- ∞

G (x , s)
sõ ûsû Α, 　Χ- , Α(x ) = lim

s→- ∞

G (x , s)
sõ ûsû Α,

其中假设以上极限关于 x ∈ 8 是一致的.

本文证明了

定理 1. 1　设 ( i) g (x , s) 满足条件 (g) , 其中 0 ≤ Α< 1; 　 ( ii) # - , Α(x ) , Χ+ , Α(x ) ∈L
1 (8 )

且∫8
# - , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x < 0 < ∫8

Χ+ , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x , 则 (1. 1) 在H
1
0 (8 ) 中至少有一个解.

定理 1. 2　设 ( i) g (x , s) 满足条件 (g) , 其中 0 ≤ Α< 1, 　 ( ii) # + , Α(x ) ∈L
1 (8 ) , Χ- , Α(x )

∈L
1 (8 ) 且∫8

# + , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x < 0 <∫8
Χ- , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x , 则 (1. 1) 在H

1
0 (8 ) 中至少有一

个解.

关于 (1. 1) 的研究, 自L andesm an2L azer
[ 2 ] 的开创性工作以来有众多的研究, 可见 [3 ]、

[4 ]、[5 ]、[6 ] 及所附参考文献.

§2　 定 理 的 证 明

记 0 < Κ1 < Κ2 < ⋯ < Κk < ⋯为一 ∃ 在D irich let 零边界条件下所有特征值, 则H
1
0 (8 ) 可

分解为 H
1
0 (8 ) = H

0 Ý H
� , 其中 H

0
= span{Ω(x ) }, H

� 为 H
0 的补空间. 从而任一 u (x ) ∈

H
1
0 (8 ) 可表成: u (x ) = u

0 (x ) + uζ (x ) 且有以下不等式

∫8
ûý uζ (x ) û 2

d x ≥ Κ2∫8
ûuζ (x ) û 2

d x. (2. 1)

在以下推导中 c 表示常数, c (Ε) 表示仅与 Ε有关的常数, H
1
0 (8 ) ,L

p (8 ) , C (8ϖ) 中范数分别表示

为 ú õ ú 0, 1, ú õ ú p , ú õ ú c.

定理 1. 1 的证明　只须证 5 (u ) =
1
2∫8

[ û¨ u (x ) û 2 - Κ1ûu (x ) û 2 ]d x - ∫8
G (x , u ) d x. 在

H
1
0 (8 ) 中有临界点即可[ 3 ], [ 4 ].

在已知条件下 5 (u ) 是H
1
0 (8 ) 上的C

12泛函且

5 1 (u ) v = ∫8
[¨ u (x ) ¨ v (x ) - Κ1u (x ) v (x ) - g (x , u ) v (x ) ]d x. (2. 2)

首先验证在H
1
0 (8 ) 上 5 满足 P. S. 条件.

设{u n (x ) } < H
1
0 (8 ) 满足
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5′(un) → 0 (H
- 1 (8 ) ) , n →∞, (2. 3)

û5 (un) û ≤ c. (2. 4)

　　由 (2. 1) , (2. 2)并注意到 u
0
n (x ) , uζn (x )在L

2 (8 )中正交性有

　 5′(un) uζn = ∫8
[ û¨ u n (x ) ûû¨ uζn (x ) û - Κ1u n (x ) uζn (x ) - g (x , un) uζn (x ) ]d x

　 = ∫8
[ û¨ uζn (x ) û 2

- Κ1ûuζn (x ) û 2
- g (x , u n) uζn (x ) ]d x

　≥ (1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζn (x ) û 2
d x - ∫8

ûg (x , un) ûûuζn (x ) ûd x

　≥ (1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζn (x ) û 2
d x - ∫8

[cûunû Α
+ b (x ) ]ûuζn (x ) ûd x

　≥ (1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζn (x ) û 2
d x - c1∫8

[ ûu
0
nû Α

+ ûuζnû Α
+ b (x ) ]ûuζn (x ) ûd x

　≥ (1 -
Κ1

Κ2
- Ε)∫8

û¨ uζn (x ) û 2
d x - c2 (Ε)∫8

ûu
0
nû Αûuζn (x ) ûd x.

以上使用了不等式 ab ≤ Εa
p + c (Ε) b

q (a ≥ 0, b ≥ 0) , p > 1, q =
p

p - 1
).

利用 (2. 3) 知有

ú5′(un) ú õ úuζnú 0, 1 ≥ (1 -
Κ1

Κ2
- Ε) úuζnú

2
0, 1 - c2 (Ε)∫8

ûu
0
nû Αûuζnûd x ,

从而当 n 充分大时, 必存在 c3 (Ε) 使

　　　　úuζnú
2
0, 1 ≤ c3 (Ε)∫8

ûu
0
nû Αûuζnûd x ≤ Ε∫8

ûuζnû 2
d x + c4 (Ε)∫8

ûu
0
nû 2Α

d x

≤ Ε
Κ2∫8

û¨ uζnû 2
d x + c5 (Ε) û tnû 2Α,

其中 u
0
n = tnΩ.

所以

úuζnú
2
0, 1 ≤ c6 (Ε) û tnû 2Α

. (2. 5)

下面估计∫8
[G (x , u n) - G (x , u

0
n) ]d x.

　　　　　　　∫8
[G (x , u n) - G (x , u

0
n) ]d x

　 = ∫8
d x∫

1

0
g (x , u

0
n + suζn) uζnd s

　≤∫8
d x∫

1

0
ûuζnû [cûu

0
n + suζnû Α + b (x ) ]d s

　≤∫8
[c7ûuζnû 1+ Α

+ c7ûuζnûûu
0
nû Α

+ b (x ) ûuζnû ]d x ,

其中使用了不等式 (a + b) Α≤ 2
Α(a

Α
+ b

Α) (a ≥ 0, b ≥ 0, Α≥ 0). 注意到不等式 (2. 1) 及Hoβlder

不等式有

　　∫8
ûuζnû 1+ Α

d x ≤ c8∫8
ûuζnû 2

d x ≤ c9∫8
û¨ uζnû 2

d x ≤ c10û tnû 2Α　　 ( (2. 5) 式) ,

　　∫8
ûuζnûûu

0
nû Α

d x ≤ úu
0
nú

Α
c∫8

ûuζnûd x ≤ c11úu
0
nú

Α
cúuζnú 0, 1
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= c12û tnû Αúuζnú 0, 1 ≤ c13û tnû 2Α　　 (由 (2. 5) 式).

同理可证

∫8
[b (x ) ûuζnû ]d x ≤ c14û tnû 2Α

.

综上所证有

∫8
[G (x , u n) - G (x , u

0
n ]ûd x ≤ c15û tnû 2Α

. (2. 6)

由 (2. 4) 式有

　　 - c ≤ 5 (un) =
1
2∫8

[ û¨ unû 2
- Κ1ûu nû 2

]d x - ∫8
G (x , u n) d x

=
1
2∫8

[ û¨ uζnû 2 - Κ1ûuζnû 2 ]d x - ∫8
G (x , u n) d x

≤ 1
2

úuζnú
2
0, 1 - ∫8

[G (x , u n) - G (x , u
0
n) ]d x - ∫8

G (x , u
0
n) d x.

由 (2. 6) 式知

- c ≤ c16û tnû 2Α
- ∫8

G (x , tnΩ(x ) ) d x. (2. 7)

下证在定理 1. 1 的条件下{ tn} 必是有界数列, 不然{ tn} 必有子列收敛到∞. 不失一般性设

tn →∞, n →∞.

下设 tn →+ ∞, n →∞.

由定理 1. 1 条件知∫8
Χ+ , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x > 0, 从而

　　　 lim
n→∞

∫8
G (x , tnΩ(x ) ) d x

t
1+ Α
n

= lim
n→∞∫8

G (x , tnΩ(x ) )
tnΩ(x ) õ t

Α
nΩΑ(x )

õ Ω1+ Α(x ) d x

　≥∫8
lim
n→∞

G (x , tnΩ(x ) )
tnΩ(x ) õ t

Α
nΩΑ(x )

õ Ω1+ Α(x ) d x = ∫8
Χ+ , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x > 0.

因为

∫8
G (x , tnΩ(x ) ) d x

t
1+ Α
n

=
∫8

G (x , tnΩ(x ) ) d x

t
2Α
n

õ t
Α- 1
n ,

所以

lim
n→∞

∫8
G (x , tnΩ(x ) ) d x

t
2Α
n

= + ∞. (2. 8)

令 c
3 = m ax{c, c16} + c, 其中 c, c16 同 (2. 7) 式, 则当 n 充分大时

∫8
G (x , tnΩ(x ) ) d x > c

3
t
2Α
n ≥ (c16 + c) t

2Α
n ≥ c16 t

2Α
n + c (设 tn ≥ 1) ,

此显然与 (2. 7) 发生矛盾.

由条件∫8
# - , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x < 0 知 tn →- ∞也是不可能的 (同理可证).

因此{ tn} 不可能有子列收敛到 + ∞, 也不可能有子列收敛到 - ∞, 从而{ tn} 必有界. 此即

说明{úu
0
nú 0, 1} 有界, 进一步由 (2. 5) 式还知{úuζnú 0, 1} 有界, 因此{úu nú 0, 1} 有界. 由标准的证法知
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{u n} 在H
1
0 (8 ) 中必有收敛子列, 即说明 5 (u ) 在H

1
0 (8 ) 上满足 P. S. 条件.

把H
1
0 (8 ) 分解成两部分: H 0 与H� , d im H 0 = 1 < + ∞. 当 u (x ) ∈H 0 时

　　　　　5 (u ) = ∫8
[

1
2

û¨ u (x ) û 2 -
1
2

Κ1ûu (x ) û 2 - G (x , u ) ]d x

= - ∫8
G (x , u ) d x = - ∫8

G (x , tΩ(x ) ) d x 　 (u = tΩ(x ) ) ,

同 (2. 8) 的推导完全类似可得

lim
t→+ ∞∫8

G (x , tΩ(x ) ) d x = + ∞, 　 lim
t→- ∞∫8

G (x , tΩ(x ) ) d x = + ∞.

从而

lim
úuú0, 1→+ ∞

u∈H 0

5 (u ) = - ∞. (2. 9)

当 u (x ) ∈H� 时

　　5 (u ) = ∫8
[

1
2

û¨ uζ (x ) û 2 -
1
2

Κ1ûuζ (x ) û 2 - G (x , uζ) ]d x

≥ 1
2

(1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζ (x ) û 2
d x - ∫8

[G (x , uζ) - G (x , 0) ]d x

=
1
2

(1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζ (x ) û 2
d x - ∫8

d x∫
1

0
g (x , suζ) uζ (x ) d s

≥ 1
2

(1 -
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζ (x ) û 2
d x - ∫8

ûuζ (x ) û (cûuζ (x ) û Α
+ b (x ) ) d x 　 (条件 (g) )

≥ 1
2

(1 -
Κ1

Κ2
- Ε)∫8

û¨ uζ (x ) û 2
d x - c (Ε).

取定 Ε> 0 足够小知

inf
u∈H�

5 (u ) =
△

Β > - ∞. (2. 10)

由 (2. 9) , (2. 10) 知存在 r > 0 使

sup
u∈S r

5 (u ) < inf
u∈H�

5 (u ) ,

其中 S r = {u (x ) ∈H
0ûúuú 0, 1 = r}. 由环绕形式的临界点定理知 5 (u ) 在H

1
0 (8 ) 中至少有一

个临界点, 即方程 (1. 1) 在H
1
0 (8 ) 中至少有一个 (弱) 解.

定理 1. 2 的证明　显然 5 在H
1
0 (8 ) 上是弱下半连续的, 下证明它还是强制的, 事实上当

u (x ) ∈H
1
0 (8 ) 时

　5 (u ) =
1
2∫8

[ û¨ uζ (x ) û 2- Κ1ûuζ (x ) û 2 ]d x - ∫8
[G (x , u

0+ uζ) - G (x , u
0) ]d x - ∫8

G (x , u
0) d x

≥ 1
2

(1-
Κ1

Κ2
)∫8

û¨ uζ (x ) û 2
d x - cû tû 2Α- ∫8

G (x , tΩ(x ) ) d x ,

其中 u 0 = tΩ(x ) , 其它推导同 (2. 6).

由定理条件, 同 (2. 8) 的推导完全类似可得

lim
t→∞

[cû tû 2Α
+ ∫8

G (x , tΩ(x ) ) d x ] = + ∞,

所以 5 (u ) 在H
1
0 (8 ) 上不仅强制而且下方有界, 从而 5 (u ) 必在H

1
0 (8 ) 中有临界点[ 7 ]. 证毕.

注 2. 1　 本文所提出的条件
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∫8
# - , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x < 0 < ∫8

Χ+ , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x ;

∫8
# - , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x < 0 < ∫8

Χ- , Α(x ) Ω1+ Α(x ) d x

是L andesm an2L azer 型条件, 但它和一般的L andesm an2L azer 型条件有相当大的差别.
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Solvabil ity of a Subl inear Ell iptic Partia l D ifferen tia l
Equation at Resonance

H an Z h iqing
(D ep t. of M ath. , Q ingdao U niversity, Q ingdao 266071)

Abstract

T h is paper dea ls w ith the fo llow ing ellip t ic part ia l d ifferen t ia l equa t ion a t resonance

∃u + Κ1u + g (x , u ) = 0, 　x ∈ 8
uû 58 = 0,

w here 8 < R
n

is a bounded open set w ith sm oo th boundary and g (x , u ) m eets the fo llow ing

condit ion

ûg (x , u ) û ≤ cûuû Α
+ b (x )　 (0 ≤ Α< 1, b (x ) ∈L

2 (8 ) ).

　　W e p ropo se a condit ion w h ich is no t the standard L andesm an2L azer condit ion and an2
sw er part ia lly a quest ion by F igueiredo and M assabò.

Keywords　ellip t ic part ia l d ifferen t ia l equa t ion, resonance, L andesm an2L azer condit ion.
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