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全平面上的高斯曲率方程
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摘　要　本文用 Schauder不动点定理证明了一维 K≥0的解、二维 K≥0的径向解的

存在性,同时证明了当 K≤0时,在无穷远处有不同渐近性的 K 所对应的极大解的渐近性,并

给出了径向解的刻画,推广了前人结果.
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1　问题的提出

设 (M , g ) 为二维 R iem ann 流形, K 是M 上的光滑函数, 问: 能否找到与 g 共形的度量

g 1 (g 1 = Υg , Υ> 0) 使得 K 是 (M , g 1) 的高斯曲率?令 Υ= e
2u

,则这个问题化为求方程

∃g u - k + ke
2u

= 0　在M 内 (1)

的古典解,其中 ∃g 为M 上关于度量 g 的L ap lace2Beltram i算子, k 为M 上关于度量 g 的高斯

曲率. 若M = R
2
, g 为标准度量,则 (1) 化为

∃u + K e
2u = 0　在R

2 内, (2)

其中 ∃ 为通常的L ap lace 算子. 本文考虑问题 (2) , 此问题有两大困难: (1)R
2 上求解, 通常的

Sobo lev空间的紧性不再成立; (2) 含有 e
2u 项,要用到类似 T rudinger不等式的估计.

1972年 Sat t inger给出了K ≤ 0解不存在的例子[ 1 ]
,W. M. N i用上下解方法给出了K ≤ 0

解的存在性的例子[ 2 ]
,后来R. M cOw en 改进了N i的结果[ 3 ]

,文[4, 5 ] 给出了极大解及部分解

集的刻画, [ 6 ]中讨论了一维及多维的情况. 对于K ≥ 0,文[7, 8 ]证明了解的存在性,文[9 ]得

到了有解 u Α = Αlnûx û + O (1) 所必须的最好参数: Α<
l - 2

2
, l > 0且 K (x )～ ûx û l于∞处.

本文的结果如下:

定理 1　一维情况

u x x + K e
2u

= 0在R
1 上. (3)

设 K ≥ 0, K (0) > 0,∫
+ ∞

- ∞
K (x ) d x < + ∞,则 (3) 有无穷多个解,且当 ûx û→∞时线性衰减于

- ∞.

定理 2　 对于方程 (2) , 设 K ≥ 0, K 是径向的 (K (x ) = K (ûx û ) ) , K (0) > 0, 且
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∫
+ ∞

0
s

1+ c
K (s) d s < + ∞,常数 c > 0,则有无穷多个径向解,且当 ûx û →∞时对数衰减于 -

∞.

定理 3　设 K ≤ 0, K～ - ûx û 2 (m - 1)
e

- 2ûx û2m

,m > 0,于∞,则 (2) 的极大解U = ûx û 2m
+

O (1) 于∞. m = 1即为[4 ] 的引理 3. 1.

定理 4　在定理 3的假设下,再设 K 是径向的,则有

①　对任意 Α> 0, (2) 存在唯一解满足

u Α = Αlnûx û + O (1)　于∞. (4)

②　设 (2) 的解为径向的,那么 a ≡U (定理 2给出) 或者 u ≡ uΑ.

③　对于 Α> Β > 0,有 uΑ > u Α在R
2 内.

2　定理 1、2的证明

2. 1　定理 1的证明

找方程 (3) 满足 u (0) = Β, u′(0) = 0的解等价于找如下方程的不动点:

u (x ) = Β -∫
x

0
(x - t) K ( t) e

2u ( t)
d t, x ∈R. (5)

先在[0,∞) 上找解. 取Β< 0, Α≥1满足:∫
1

- 1
K ( t) e

2Β
d t≤1,∫

∞

0
e

2Β
K ( t) d t≤Α. 记X 为[0,

+ ∞) 上所有连续函数构成的局部凸的空间, Y = {v ∈ X ûA Β(x ) ≤ v (x ) ≤ Β, x ≥ 0},其中

A Β (x ) =
Β - 1 0≤ x ≤ 1

Β - Αx x > 1
,定义算子 T : T v = u (x ). 显然 T 是 Y → Y 的映射. 设{vm } <

Y , vm → v 在X 内,则 v ∈ Y ,且有

　　ûT vm - T v û ≤∫
x

0
(x - t) K ( t) ûe

2vm
( t)

- e
2v ( t) ûd t≤∫

x

0
(x - t) K ( t) e

2Β
d t.

由勒贝格控制收敛定理知 T vm 在[0,∞) 上的任意紧子区间上一致收敛于 T v. 由于

0≥ (T v )′(x ) = -∫
x

0
K ( t) e

2v ( t)
d t≥-∫

∞

0
K ( t) e

2Β
d t, v ∈ Y ,

所以在[0,∞) 上任意紧子区间上 T Y 是一致有界、等度连续的,即 T Y 在 Y 中是相对紧的. 由

Schauder 不动点定理知 T 有不动点,即在 (0,∞) 上有解. 在 (- ∞, 0 ]上解的存在性的证明类

似,从略. 取 x > 0且充分大,则

　u (x ) ≤ Β -∫
1

0
(x - t) K ( t) e

2u ( t)
d t = Β +∫

1

0
tK ( t) e

2u ( t)
d t - x∫

1

0
K ( t) e

2u ( t)
d t.

由于 K (0) > 0,则∫
1

0
K ( t) e

2u ( t)
d t > 0,则解在 + ∞处线性衰减于 - ∞. - ∞处可类似证明.

满足∫
1

- 1
K ( t) e

2Β
d t≤ 1的 Β有无限多个,故 (3) 的解也有无穷多个.

2. 2　定理 2的证明

找方程 (2) 满足 u (0) = Β, u′(0) = 0的解等价于求如下方程的不动点:

u (r) = Β -∫
r

0
sln ( r

s
) K (s) e

2u (s)
d s.
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取X 同定理 1的证明中的, Y = {v ∈X ûA 1 (r) ≤ v (r) ≤A 2 (r) , r≥ 0},其中

A 1 (r) =
Β - 1

Β - 1 - Α1 ln
r
e

,　A 2 (r) =
Β + 1, 0≤ r≤ e

Β + 1 - Α2 ln
r
e

, r > e.

取 Β, Α1, Α2 满足

0 < Α2 ≤ Α1,

∫
e

0
sln

e
s

K (s) e
2 (Β+ 1)

d s≤ 1, (6)

∫
∞

0
sK (s) e

2 (Β+ 1)
d s≤ Α1, (7)

∫
e

0
sK (s) e

2 (Β- 1)
d s≥ Α2, (8)

∫
∞

e
sK (s) ln

e
s

e
2 (Β- 1) ( e

s
) 2Α1d s≥- 1. (9)

选定 Α1 > 0,选Β充分小使 (6) , (7) , (9) 成立,由K (0) > 0选Α2 > 0使 (8) 成立. 定义 T : T v =

u ,对于 0≤ r≤ e有

Β≥ u ≥ Β -∫
e

0
sln

e
s

K (s) e
2u (s)

d s≥ Β - 1.

对于 r > e,有

u ≥ Β -∫
e

0
sln

e
s

K (s) e
2 (Β+ 1)

d s -∫
r

e
sln

e
s

K (s) e
2 (Β+ 1)

d s -∫
∞

0
sln

r
e

K (s) e
2 (Β+ 1)

d s

≥ Β - 1 - Α1 ln
r
e

,

u ≤ Β -∫
e

0
sln

r
e

K (s) e
2 (Β- 1)

d s -∫
e

0
sln

e
s

K (s) e
2 (Β- 1)

d s -∫
r

e
sln

r
e

K (s) e
2 (Β- 1) ( e

s
)

2Α1d s

-∫
∞

e
sln

e
s

K (s) e
2 (Β- 1) ( e

s
)

2Α1d s

　≤ Β + 1 - Α2 ln
r
e

,

设{vm } < Y , vm → v 在X 内,则 v ∈ Y ,且有

ûT vm - T v û≤∫
r

0
sln

r
s

K (s) ûe
2vm - e

2v ûd s,

ûe
2vm - e

2v û≤ e
2 (Β+ 1)

,　0≤ s≤ r.

由勒贝格控制收敛定理得 T 在 Y 中的连续性.

0≥ (T v )′(r) ≥-∫
r

0

s
r

K (s) e
2 (Β+ 1)

d s,

同定理 1中的证明一样可得 T Y 在 Y 中是相对紧的. 由 Schauder不动点定理知 (2) 有解且当

ûx û →∞时对数衰减于 - ∞. 因为Α1定下后, Β可取无穷多个值,所以可得无穷多个解. 证毕.

3　定理 3、4的证明

3. 1　定理 3的证明
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令 K
� (r) = m ax

ûx û= r
K (x ) ,设 - c2 r

2 (m - 1)
e

- 2r2m

≤K
�≤- c1 r

2 (m - 1)
e

- 2r2m

,于∞处, K
�对应的极

大解记为U
�,则由[4 ] 知U

� ≥U 在R
2 内,且U

� 为径向的. 令W = U
� (r) - r

2m
,则

∃W = - K�e
2r2m

e2w - 4m 2 r
2 (m - 1)
≥ r

2 (m - 1) (c1e
2w

- 4m 2). (10)

假设W 无上界,则有lim
r→∞

W (r) = + ∞,存在R > 0,使得下二式成立

0 < R
2 (m - 1) (c1e

2W (R )
- 4m 2) = (rW ′r)′rû r = R ,

W ′r (R ) ≥ 0.

因而存在 Ε> 0,对于R ≤ r < R + Ε有 rW ′r (r) > RW ′r (R ) ≥ 0,W 在[R , R + Ε) 上严格增加,

W ′r (R + Ε) ≥ 0,则R + Ε可代替R 一直下去,可得W 在[R , + ∞) 上单调增加到+ ∞. 由 (10)

知存在常数R� > 1, c > 0使得下二式成立

∃W ≥ cr
2 (m - 1)

e
2w ,　r≥R�,

W ′r (R�) ≥ 0.

令 s = ln r,有

W ″ss = cr
2m

e
2w ≥ ce

2w , s > S ,

W ′s (S ) ≥ 0,其中 S = lnR�.

此即[4 ] 的 (3. 5) 式,这个矛盾说明W 有上界.

证明U - r
2m 下有界. u = ûx û 2m - c是如下方程的解:

∃u - 4m 2ûx û 2m - 2
e

- 2ûx û2m

e
2c

e
2u

= 0,　在R 2 内.

记其极大解为U
3

,对于充分大的 c有

K ≥- 4m
2ûx û 2 (m - 1)

e
- 2ûx û2m

e
2c

,　在R 2 内.

这样就有U ≥U
3 ≥ ûx û 2m - c. □

3. 2　定理 4的证明

①及③同[4 ]的P ropo sit ion 4. 21,只需证②. 设径向解 u ¢ U ,则u < U ,在R 2内. 令Υ(r)

= U (r) - u (r) ,则 ∃Υ≥ 0,而且在 R 2 的某些地方上严格不等,这样 Υ(r) 单调非减且 Υ(r) ≥

Εln r,于∞, Ε> 0. 设

ûx û 2m
- c4 ≤U ≤ ûx û 2m

+ c3,　于∞.

取R 充分大,则有

　　∃Υ≥ c1 r
2 (m - 1)

e
- 2c4 - c2 r

2 (m - 1)
e

- 2 (r2m - u) ≥ c1 r
2 (m - 1)

e
- 2c4 - c2 r

2 (m - 1)
e

- 2Υ+ O (1)

≥ c1 r
2 (m - 1)

e
- 2c4 - c′2 r

2 (m - 1)
r

- 2Ε≥ cr
2 (m - 1)

, r≥R.

即

(rΥ′r) ′r ≥ cr
2 (m - 1)

, r≥ k ,

Υ′r (R ) ≥ 0.

积分两次得 Υ(r) ≥ cr
2m

,于∞,所以 u (r) ≤U (r) - cr
2m

, 于∞,有

Α(u ) =∫
+ ∞

0
s (- K (s) ) e

2u (s)
d s < + ∞.

下面的证明完全和[4 ] 一样.
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Abstract

In th is paper, the ex istences of so lu t ion s fo r K ≥ 0 in one dim en sion and rad ia l so lu t ion s

fo r K ≥ 0 in tw o dim en sion s are p roved by the Schauder′s fixed2po in t theo rem. M o reover,

the asym p to t ic behavio r of the m ax im al so lu t ion is described and the rad ia l so lu t ion s are clas2
sif ied fo r K ≤ 0 and has app rop ria te asym po to t ic behavio r a t infin ite d istance.

Keywords　Gau ssian cu rva tu re, p rob lem w ith unbounded dom ain, sem ilinear ellip t ic equa2
t ion.
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