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L -fuzzy 集 与 素 元 集 合 套
Ξ

史　福　贵
(烟台师范学院数学系, 烟台264025)

摘　要　本文在L 是完全分配格时, 借助于素元极大集概念引入了素元集合套, 它是

集合套概念的推广. 从而得到了一般L 2fuzzy 集的若干新的分解定理与表现定理.
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1　预　备

本文L 表示完全分配格, X 为非空分明集, P 表示L 中全体素元[ 1 ] 之集. 对 a ∈L , Α(a) 表

示 a 的最大极大集[ 1 ]. Α3 (a) = Α(a) ∩ P. 易验证 Α3 (a) 仍是 a 的极大集. L
X 表 X 上全体

L 2fuzzy 集. L
X 从L 中点式地诱出格运算“≤, ∨, ∧”仍是完全分配格, 恒取值a ∈L 的L 2fuzzy

集仍记为 a. 本文将不区别分明集与其特征函数. 对A ∈L
X

, 记

A [a ] = {x ∈X ûa | Α(A (x ) ) }, A
(a) = {x ∈X ûA (x ) ≤ø a}.

显然, 若 a ∈Α(b) , 则A [a ] Α A
(b) Α A [b ]. 特别当L = [0, 1 ],A [a ] = {x ∈X ûA (x ) ≥ a} 且A

(a)

= {x ∈X ûA (x ) > a}.

命题 1. 1　设{A i} i∈I Α L
X , 则 Π a ∈L , 有

(1)　 (∨
i∈I

A i)
(a)

= ∪
i∈I

(A i)
(a)

.

(2)　 (∧
i∈I

A i)
[a ] = ∩

i∈I
(A i)

[a ].

以下如不特别声明, a , b, c 等皆表示L 中的素元. 对 Á Α L , 规定∨ Á = 0, ∧ Á = 1.

2　L -fuzzy 集的分解定理

定理 2. 1　设A ∈L
X

, 则

(1)　A = ∧
a∈P

(a ∨A
[a ]) ; 　　　　　　 (2)　A = ∧

a∈P
(a ∨A

(a) ) ;

(3)　A
[a ]

= ∩
a∈Α3 (b)

A
[b ]

= ∩
a∈Α3 (b)

A
(b)

; 　　 (4)　A
(a)

= ∪
b∈Α3 (a)

A
[b ]

= ∪
b∈Α3 (a)

A
(b)

.

证明　 (1)　由A (x ) = ∧ {a ∈ P ûa ∈ Α3 (A (x ) ) } = ∧ {a ∈ P ûA
[a ] (x ) = 0} = ∧

a∈P
(a

∨A
[a ] (x ) ) 可得.
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(2)　由A (x ) = ∧ {a ∈P ûA (x ) ≤ a} = ∧ {a ∈P ûA
(a) (x ) = 0} = ∧

a∈P
(a ∨A

(a) (x ) )

可得.

(3)　Π a , b∈P 且a ∈Α3 (b) , 由A
[a ] Α A

(b) Α A
[b ] 知A

[a ] Α ∩
a∈Α3 (b)

A
(b) Α ∩

a∈Α3 (b)
A

[b ]
. 反之,

由 x | A
[a ]] a ∈ Α3 (A (x ) ) = Α3 (∧ {b ∈ P ûb ∈ Α3 (A (x ) ) }) = ∪ {Α3 (b) ûb ∈

Α3 (A (x ) ) }] ϖ b ∈Α3 (A (x ) ) 使a ∈Α3 (b) ] ϖ b∈P 使a ∈Α3 (b) 且x | A
[b ]] x | ∩

a∈Α3 (b)
A

[b ]

可知A
[a ] Β ∩

a∈Α3 (b)
A

[b ]
. 从而得 (3).

(4)　 由 x | A
(a) ] A (x ) ≤ a] Π b ∈ Α3 (a) , b ∈ Α3 (A (x ) ) ] x | ∪

b∈Α3 (a)
A

[b ] 知 A
(a)

Β ∪
b∈Α3 (a)

A
[b ] Β ∪

b∈Α3 (a)
A

(b)
. 而由 x ∈ A

(a) ] A (x ) ≤ø a] ϖ b ∈ Α3 (a) 使 A (x ) ≤ø b 知 A
(a)

Α ∪
b∈Α3 (a)

A
(b)

. 从而得 (4).

定理 2. 2　设A ∈L
X. 若映射H : P → P (X ) 满足 Π a ∈ P ,A

(a) Α H (a) Α A
[a ] , 则

(1)　A = ∧
a∈P

(a ∨H (a) ).

(2)　a , b ∈ P , a ∈ Α3 (b) ] H (a) Α H (b).

(3)　A
[a ]

= ∩
a∈Α3 (b)

H (b).

(4)　A
(a)

= ∪
b∈Α3 (a)

H (b).

证明　由定理 2. 1 可得 (1) , (3) , (4). 而由 a ∈ Α3 (b) ] A
[a ] Α A

(b) 可得 (2).

3　 素 元 集 合 套

设 P (X ) P 表示所有映射H : P →P (X ) 的全体. 则由P (X ) 是完全分配格知P (X ) P 从

P (X ) 中点式地诱出格运算“≤, ∨, ∧”使 (P (X ) P
, ≤, ∨, ∧) 仍是完全分配格.

定义 3. 1　设H ∈P (X ) P
. 若a ∈Α3 (b) ] H (a) Α H (b) , 则称H 为X 上的素元集合套.

显然, 素元集合套是[2 ] 中集合套的推广.

设A ∈L
X. Π a ∈P , 令H 1 (a) = A

[a ] , H 2 (a) = A
(a)

. 则H 1, H 2 是素元集合套. 一般地, 易

证下面

定理 3. 1　设H ∈ P (X ) P
. 若 Π a ∈ P ,A

(a) Α H (a) Α A
[a ]

, 则H 是素元集合套.

X 上的素元集合套全体记为 U P (X ).

定理 3. 2　U P (X ) 是 P (X ) P 的完备子格, 从而是完全分配格.

证明　只需证U P (X ) 对任意并与交封闭. 令H
0
, H

1
: P →P (X ) 使 Π a ∈ P , H

0 (a) =

Á , H
1 (a) = X . 则H

0 与H
1 分别是 U P (X ) 中的最小元与最大元. 设{H i} i∈I Α U P (X ). 则

Π a , b ∈ P , 当 a ∈ Α3 (b) 时, (∨
i∈I

H i) (a) = ∪
i∈I

H i (a) Α ∪
i∈I

H i (b) = (∨
i∈I

H i) (b). 即 ∨
i∈I

H i ∈

U P (X ). 同样可证∧
i∈I

H i ∈U P (X ). 于是U P (X ) 是P (X ) P 的完备子格, 从而是完全分配格.

定义 3. 2　设H 1, H 2 ∈U P (X ). 若 Π a ∈ P , 有 ∪
b∈Α3 (a)

H 1 (b) = ∪
b∈Α3 (a)

H 2 (b) , 则称H 1 与

H 2 等价, 记为H 1～ H 2.
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显然, ～ 是素元集合套间的一个等价关系, 它将 U P (X ) 分成若干等价类, 以 U′
P (X )

记这些等价类全体. 对H ∈ U P (X ) , 以[H ] 表示H 所在的类.

定理 3. 3　设H ∈ U P (X ) , 则 Π a ∈ P 有

(1)　 ∪
b∈Α3 (a)

H (b) = ∪
b∈Α3 (a)

∩
b∈Α3 (c)

H (c).

(2)　 ∩
a∈Α3 (b)

H (b) = ∩
a∈Α3 (b)

∪
c∈Α3 (b)

H (c).

证明 (1)　 由 b ∈ Α3 (c) ] H (b) Α H (c) ] H (b) Α ∩
b∈Α3 (c)

H (c) 可得 ∪
b∈Α3 (a)

H (b) Α

∪
b∈Α3 (a)

∩
b∈Α3 (c)

H (c). 反之, 由 b ∈ Α3 (a) = Α3 (∧ Α3 (a) ) = ∪ {Α3 (r) û r ∈ Α3 (a) } 知存在 r ∈

Α3 (a) 使 b ∈ Α3 (r). 于是 ∩
b∈Α3 (c)

H (c) Α H (r) Α ∪
b∈Α3 (a)

H (b). 进而 ∪
b∈Α3 (a)

∩
b∈Α3 (c)

H (c)

Α ∪
b∈Α3 (a)

H (b). 得证 (1). 类似可证 (2).

推论 3. 4　设H 1, H 2 ∈ U P (X ) , 则H 1～ H 2 当且仅当 Π a ∈ P ,

∩
a∈Α3 (b)

H 1 (b) = ∩
a∈Α3 (b)

H 2 (b).

定理 3. 5　设 E i, H i ∈ U P (X ) 且 E i～ H i, i ∈ I , 则∧
i∈I

E i～ ∧
i∈I

H i, ∨
i∈I

E i～ ∨
i∈I

H i.

证明由定义 3. 2 与推论 3. 4 易得.

设[H i ] ∈ U′
P (X ) , i ∈ I. 令

∧
i∈I

[H i ] = [∧
i∈I

H i ], ∨
i∈I

[H i ] = [∨
i∈I

H i ].

由定理 3. 5 知这样规定是合理的.

定理 3. 6　对H ∈ U P (X ) , 令 f (H ) = ∧
a∈P

(a ∨H (a) ) , 则

(1)　f (H ) (a) Α H (a) Α f (H ) [a ]
.

(2)　f (H ) [a ]
= ∩

a∈Α3 (b)
H (b).

(3)　f (H ) (a)
= ∪

b∈Α3 (a)
H (b).

(4)　f 是 U P (X ) 到L
X 的同态满射.

证明　 (1)　由 x ∈ f (H ) (a) ] Π b ∈ P , b ∨H (b) (x ) ≤ø a] a ∨H (a) ≤ø a] x ∈H (a)

可知 f (H ) (a) Α H (a). 而由 x | f (H ) [a ]] a ∈Α3 (f (H ) (x ) ) = ∪
b∈P

Α3 (b∨H (b) (x ) ) ] ϖ b∈

P 使 a ∈ Α3 (b) 且H (b) (x ) = 0 知 x | H (a). 于是H (a) Α f (H ) [a ]
.

(2) 与 (3) 由定理 2. 2 可得.

(4)　ΠA ∈L
X 与Π a ∈P , 令H (a) = A

[a ]
, 则H ∈U P (X ). 由定理 2. 1 知 f (H ) = A .

f 是满射.

设 {H i} i∈I Α U P (X ) , 则 由 ∨
i∈I

H i ∈ U P (X ) 与 (3) 知 Π a ∈ P , f ( ∨
i∈I

H i)
(a)

= ∪
b∈Α3 (a)

(∨
i∈I

H i) (b) = ∪
b∈Α3 (a)

∪
i∈I

H i (b) = ∪
i∈I

∪
b∈Α3 (a)

H i (b) = ∪
i∈I

f (H i)
(a)

= (∨
i∈I

f (H i) ) (a)
. 故由定理

2. 1 知 f (∨
i∈I

H i) = ∨
i∈I

f (H i). 即 f 保并. 借助 (2) 可证 f 保交. 因此 f 是同态.

推论 3. 7　设H 1, H 2 ∈ U P (X ). 则H 1～ H 2 当且仅当 f (H 1) = f (H 2).

推论 3. 8　 (U′
P (X ) , ∨, ∧) µ (L

X
, ∨, ∧).
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4　 素元集轮与素元开集轮

定义 4. 1　F ∈P (X ) P 称为素元集轮, 如果Π a ∈P , F (a) = ∩
a∈Α3 (b)

F (b). F 称为素元开集

轮, 如果 Π a ∈ P , F (a) = ∪
b∈Α3 (a)

F (b).

显然素元集轮与素元开集轮皆是素元集合套.

设A ∈L
X , Π a ∈ P , 令 F (a) = A

[a ] , G (a) = A
(a)

, 则由定理 3. 6 知 F 与G 分别是素元集

轮与素元开集轮.

定理4. 1　设H ∈U P (X ). Π a ∈P , 令F H (a) = ∩
a∈Α3 (b)

H (b) , GH (a) = ∪
b∈Α3 (a)

H (b). 则F H

与GH 分别是素元集轮与素元开集轮.

证明 　 ∩
a∈Α3 (b)

F H (b) = ∩
a∈Α3 (b)

∩
b∈Α3 (c)

H (c) = ∩
a∈Α3 (c)

H (c) = F H (a) ] F H 是素元集轮. 而

∪
b∈Α3 (a)

GH (b) = ∪
b∈Α3 (a)

∪
c∈Α3 (b)

H (c) = ∪
c∈Α3 (a)

H (c) = GH (a) ] GH 是素元开集轮.

记全体 X 上的素元集轮为 5 P (X ) , 全体素元开集轮为 7 P (X ).

易证 5 P (X ) 对P (X ) P 的交封闭且有最大元 F
1 (这里 Π a ∈ P , F

1 (a) = X ). 因此 5 P (X )

是 P (X ) P 的完备交子半格. 同样可知 7 P (X ) 是 P (X ) P 的完备并子半格.

定理 4. 2　 设{F i} i∈I Α 5 P (X ) , Π a ∈ P , 令 F (a) = ∩
a∈Α3 (b)

(∪
i∈I

F i (b) ) , 则 F 是{F i} i∈I 在

5 P (X ) 中的上确界.

证明　由定理 4. 1 知F ∈ 5 P (X ). Π a ∈P 与Π i ∈ I , 显然F (a) Β F i (a) , 即F 是{F i} i∈I

在 5 P (X ) 中的上界. 若 E 是 {F i} i∈I 的上界, 则 Π b ∈ P , ∪
i∈I

F i (b) Α E (b). 从而 F (a)

Α ∩
a∈Α3 (b)

E (b) = E (a) , 即 F ≤ E. 故 F 是{F i} i∈I 在 5 P (X ) 中的上确界.

类似可证下面

定理 4. 3　 设{G i} i∈I Α 7 P (X ) , Π a ∈ P , 令 G (a) = ∪
b∈Α3 (a)

(∩
i∈I

G i (b) ) , 则 G 是{G i} i∈I 在

7 P (X ) 中的下确界.

定理 4. 4　作为完备格, 5 P (X ) , 7 P (X ) 皆与L
X 同构, 从而皆是完全分配格.

证明　Π F ∈ 5 P (X ) , Π G ∈ 7 P (X ) , 令

g (F ) = ∧
a∈P

(a ∨ F (a) ) ,

h (G ) = ∧
a∈P

(a ∨G (a) ).

由定理 3. 6 与推论 3. 7 可见 g , h 是单满映射且 g 保交, h 保并. 下证 g 保并.

设{F i} i∈I Α 5 P (X ) 且 F 是其上确界. 则 Π a ∈ P ,

　　　g (F ) (a)
= ∪

b∈Α3 (a)
F (b) = ∪

b∈Α3 (a)
[ ∩

b∈Α3 (c)
(∪

i∈I
F i (c) ) ] = ∪

b∈Α3 (a)
(∪

i∈I
F i (c) )

= ∪
i∈I

g (F i)
(a)

= (∨
i∈I

g (F i) ) (a)
.

故 g (F ) = ∨
i∈I

g (F i). g 保并. 类似可证 h 保交. 所以 g , h 皆是同构.

5　 扩 展 原 理
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定义 5. 1　设 f : X → Y 是映射, ΠA ∈L
X

, 令

f (A ) = ∨ {A (x ) ûx ∈ f
- 1 (y ) }.

称 f : L
X →L

Y 为L 值 Zadeh 型函数. 又 ΠB ∈L
Y
, 定义 f

- 1
: L

Y →L
X

, f
- 1 (B ) = B ü f .

定理 5. 1　设 f : L
X →L

Y 是L 值 Zadeh 型函数,A ∈L
X ,B ∈L

Y , 则

(1)　f (A ) = ∧
a∈P

(a ∨ f (A
[a ]) ). 　　 (2)　f (A ) = ∧

a∈P
(a ∨ f (A

(a) ) ).

(3)　f (A ) [a ]
= ∩

a∈Α3 (b)
f (A

(b) ) = ∩
a∈Α3 (b)

f (A
[b ]). 　　 (4)　f (A ) (a)

= f (A
(a) ).

(5)　f
- 1 (B ) = ∧

a∈P
(a ∨ f - 1 (B

[a ]) ). 　　 (6)　f
- 1 (B ) = ∧

a∈P
(a ∨ f - 1 (B

(a) ) ).

(7)　f
- 1 (B ) [a ]

= f
- 1 (B

[a ]). 　　 (8)　f
- 1 (B ) (a)

= f
- 1 (B

(a) ).

证明 　 由定理 2. 2 与定理 3. 6 知为证 (1) , (2) , (3) , (4) , 只需证 Π a ∈ P , f (A ) (a) Α
f (A

(a) ) Α f (A
[a ]) Α f (A ) [a ] 即可. 由 y ∈ f (A ) (a) ] f (A ) (y ) ≤ø a] ϖ x ∈ f

- 1 (y ) 使A (x )

≤ø a] ϖ x ∈ f
- 1 (y ) 使 x ∈A

(a) ] y ∈ f (A
(a) ) 得 f (A ) (a) Α f (A

(a) ) Α f (A
[a ]). 而由 y |

f (A ) [a ]] a ∈ Α3 (f (A ) (y ) ) ] Π x ∈ f
- 1 (y ) , a ∈ Α(A (x ) ) ] Π x ∈ f

- 1 (y ) , x | A
[a ]] y |

f (A
[a ]) 知 f (A

[a ]) Α f (A ) [a ]
. 于是得证 (1) , (2) , (3) , (4). 类似可证 (5) 至 (8).
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L -Fuzzy Set and Pr im e Elem en t Nested Sets

S h i F ug u i
(Yantai T eachers′Co llege, 264025)

Abstract

In th is paper, w e in troduce p rim e elem en t nested sets w h ich are genera liza t ion s of nest2
ed sets in [ 2 ]. H ence w e ob ta in new descom po sit ion theo rem s and rep resen ta t ion theo rem s

of L 2fuzzy sets.

Keywords　m ax im al set, p rim e elem en t nested sets, descom po sit ion theo rem , rep resen ta2
t ion theo rem.
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