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有限域上具有交换图表性质的多项式
Ξ

邵嘉裕　　郭镜明
(同济大学应用数学系, 上海200092)

摘　要　本文给出了有限域 F q 上满足条件 f (g (x ) ) ≡h (f (x ) ) 的多项式 f (x ) 的通

解表示公式及在 degf < q 条件下的 f (x )的个数计算公式, 此地 g (x )和 h (x )是 F q 上给定的两

个多项式, 其中之一是置换多项式. 这一结果推广了文献[ 3 ]的主要结果, 而在 g (x ) 和 h (x ) 均

为线性多项式的特殊情况, 则分别推广了文献[ 1 ]和[ 2 ]中的主要结果.
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§1　引　言

设 p 为素数, n 为正整数, q = p
n
, 记 F q 为含有 q 个元素的有限域, F q [x ] 为域 F q 上以 x 为

不定元的一元多项式的集合. 对 F q 上的两个多项式 f 1 (x ) 和 f 2 (x ) , 若它们作为多项式函数相

等, 即若 f 1 (a) = f 2 (a) , Π a ∈ F q, 则称此两多项式恒等, 记作 f 1 (x ) ≡ f 2 (x ). 易知 f 1 (x ) ≡

f 2 (x ) 的充要条件是 f 1 (x ) ≡ f 2 (x ) (m od (x
q - x ) ). F q 上一个多项式 g (x ) 称为是置换多项

式, 若 g (x ) 作为 F q 到自身的映射是一个一一对应.

W ells 在[1 ]中给出了 F q 上满足如下条件

f (x + a) ≡ f (x ) + a (1. 1)

的多项式 f (x )的特征刻画, 此地 a∈F q, 且 a≠0. 他并用 Pólya 计数定理确定了满足 (1. 1) 且

次数 degf < q 的多项式 f (x ) 的个数为 q
p n- 1

. M u llen 在[ 2 ]中推广了W ells 的结论, 并给出了

F q 上满足条件

f (bx + a) ≡ bf (x ) + a (1. 2)

的多项式 f (x ) 的特征刻画 (此地 a , b∈F q, 且 b≠0) , 并且确定了: 若 b 在 F q 的非零元乘法群

F
3
q 中的阶是 k > 1, 则满足 (1. 2) 且次数 degf < q 的多项式 f (x ) 的个数为 q

q- 1
k . C. Y. Chao 在

[ 3 ]中进一步把W ells 和M u llen 的结论推广到了更一般的情形, 他利用 Schu r 的关于置换群

的中心化环的思想方法, 用矩阵的形式给出了 F q 上满足条件

f (g (x ) ) ≡ g (f (x ) ) (1. 3)

的多项式 f (x ) 的特征刻画. 此地g (x ) 是F q 上给定的一个置换多项式. 他还用Pólya 计数定理

给出了计算满足条件 (1. 3) 且次数 degf < q 的多项式 f (x ) 的个数的一个公式, 并给出了找出
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全部 f (x ) 的通解的一个算法. 易见文[1 ]、[2 ] 中的结果分别是[3 ] 中当 g (x ) = x + a 和

g (x ) = bx + a 时的特殊情形. 但是, 文[1 ]、[2 ] 和[3 ] 都未能给出满足条件的 f (x ) 的通解的

表达式.

在本文中将运用与文[1 ]、[2 ]、[3 ] 不同的方法 (主要是代数方法与图论方法相结合的方

法) , 讨论形式更为一般的问题. 设 g (x ) , h (x ) 是域 F q 上给定的两个多项式, 称 F q 上多项式

f (x ) (对 g (x ) 和 h (x ) 而言) 是满足“交换图表”性质的, 如果 f (x ) 满足

f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) , (1. 4)

将给出当 g (x ) 和 h (x ) 中只需有一个是置换多项式时, 满足 (1. 4) 的多项式 f (x ) 的通解表示

式及在条件degf < q 下 f (x ) 的个数计算公式. 显然, 文[3 ] 中研究的问题是此地g (x ) = h (x )

时的特殊情形. 这样, 本文不仅所讨论的问题比文 [1 ], [ 2 ], [ 3 ] 更为一般, 而且得到了比文

[1 ], [ 2 ], [ 3 ] 更进一步的结论 —— 即给出了满足条件 (1. 4) 的多项式 f (x ) 的通解表示式.

§2　 主 要 结 果

有限域F q 上任一多项式 f (x ) 显然可视为F q 上的一个函数, 因此它对应了F q 到自身的一

个映射 f . 反之, 对 F q 到自身的任一映射 Υ, 并作如下多项式

f (x ) = ∑
a∈F q

Υ(a) [1 - (x - a) q- 1 ], (2. 1)

则不难验证 degf < q, 且对任意 b ∈ F q, 有 f (b) = Υ(b). 即此多项式 f (x ) 所对应的映射就是

Υ. 这样就在 F q 上所有次数小于 q 的多项式的集合和 F q 到自身的所有映射的集合之间建立了

一个一一对应. 在这个对应关系下, 多项式 f (x ) 满足 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) 当且仅当其相应的

映射 f 满足 f g = hf . 这样就可先把求多项式的问题转化为求映射的问题, 然后把所求出的满

足条件的全部映射依 (2. 1) 式写出相应的多项式, 即可得到满足 (1. 4) 且degf < q 的全部多项

式 f (x ) 的通解了. 把它们再加上 x q - x 的任意倍式, 即得满足 (1. 4) 且次数不限的全部 f (x )

的通解表示式了.

为方便起见以下记

Q a (x ) = 1 - (x - a) q- 1
, (2. 2)

显然Q a (a) = 1 而当 b ≠ a 时, 则有Q a (b) = 0. 为简便计, 也常记Q a (x ) = Q 0 (x - a).

要给出满足条件 f g = hf 的全部映射 f 显然取决于给定映射 g 和 h 的特征. 一般说来, 当

g 或 h 不是置换 (即不是一一对应) 时, 它的结构可能是相当复杂的. 此时能够最清楚地描述此

映射的就是下面将引进的“伴随有向图”.

以下记F V 为有限集V 到自身的全体映射所成的集合 (并将F Fq
简记为F qq). V 到V 的

一个一一对应称为是V 上的一个置换. V 上的全体置换所成的群称为V 上的对称群, 记作S V.

定义 2. 1　映射 f ∈F V 的伴随有向图D (f ) 定义为以V 为点集, 以 E = { (u , v ) ∈V ×

V û f (u ) = v } 为弧集合的有向图.

注意有向图D (f ) 中是允许有环 ( loop ) 的.

由定义易见D (f ) 也完全确定了映射 f (f 在任一点u 处的象就是D (f ) 中从u 点发出的唯

一弧的终点). 任一映射 f ∈F V 的伴随有向图D (f ) 都是一个每点出度均为 1 的有向图 (简称
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为 12出度有向图) , 且反之亦然. 为了给出 12出度有向图的基本结构特征, 先引进“有向树形

图”的概念.

引理 2. 1　设 n 阶有向图D = (V , E ) 中恰有一个点 v
3 的出度 d

+ (v
3 ) = 0, 而其余各点

的出度均为 1, 则如下四条件等价:

(1)　从D 中任一点 v 均有 v 到 v
3 的有向路.

(2)　D 看作无向图 (即若不计D 中弧的方向) 时是连通的.

(3)　D 不含无向圈.

(4)　D 不含有向圈.

当这些条件满足时, 这样的D 称为是一个以 v
3 为根的“有向树形图”.

证明　 (1) ] (2)　对D 中任意点 u 和 v , 由 (1) 知它们均有路到 v
3

, 故 u 和 v 之间可由无

向路相连.

(2) ] (3)　D 的弧数等于D 中各点出度之和, 故有 ûE û = ∑
v∈V

d
+ (v ) = n - 1. 故D 看作

无向图时是含 n - 1 条边的 n 阶连通图, 从而是一个无向树[ 4 ]
. 于是D 不含无向圈.

(3) ] (4)　显然.

(4) ] (1)　 令 P 为D 中以 v 为始点的最长有向路, 则 P 的终点 u 必定是那个出度为 0 的

点 v
3
. 因若不然, 设 u 还发出一条弧 (u ,w ). 则当w | V (P ) 时, P + (u ,w ) 将是以 v 为始点的

一条比 P 更长的路, 这与P 的取法矛盾; 而当w ∈V (P ) 时, P 中从w 到u 的子路加上弧 (u ,w )

将构成一个有向圈, 这与条件 (4) 矛盾. 于是 u = v
3

, 而 P 就是 v 到 v
3 的一条有向路. □

由于 12 出度有向图的每个无向连通分支也是 12 出度有向图, 因此只需研究“无向连

通”(即视为无向图时是连通) 的 12出度有向图即可.

引理 2. 2　设D = (V , E ) 是个 n 阶无向连通的 12出度有向图, 则有:

(1)　D 含有唯一的一个无向圈C , 且C (在考虑其上弧的方向时) 也恰好是一个有向圈,

(2)　设 T 1, ⋯, T k 是D 删去C 中全部弧后的有向图D - E (C ) 的所有无向连通分支 (简

称为D 的“枝”) , 则:

( i)　每个 T i 恰含唯一的一个C 上点 (不妨设为 u i) ,

( ii)　T i 是一个以 u i 为根的有向树形图.

证明　 (1) 取 T 为D 的一个无向生成树, 则 T 恰含 n - 1 条边. 又因 ûE û = ∑
v∈V

d
+ (v ) =

ûV û = n , 即D 恰含 n 条弧, 故D 作为无向图时等于生成树 T 添加一条边, 从而恰含一个无向

圈.

另一方面,D 中若无有向圈, 则与引理 2. 1中 (4) ] (1) 类似地可证D 中一条最长路的终点

必定是出度为0, 这与每点出度为1的条件矛盾. 于是D 中有有向圈. 但D 中又只有唯一的一个

无向圈C , 故C 也必是有向圈.

(2)　 ( i) 若D - E (C ) 的某个 (无向) 分支 T i 不含C 上点, 则 T i 和C 在D = (D - E (C ) )

+ E (C ) 中将属于两个不同的连通分支, 这与D 无向连通相矛盾. 若某个T i 含有C 上两个不同

点, 设为 x 和 y , 则 x 和 y 在 T i 中有 (无向) 路相连, 且此路的任一边都是C 外边, 由此将可知D

中至少有三个 (过点 x 和 y 的) 无向圈, 这与结论 (1) 相矛盾.

( ii) 易见 u i 在 T i 中出度为 0 (因 u i 发出的唯一弧是C 中弧, 在D - E (C ) 中已被删去) , 而
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T i 中其余各点的出度均为 1 (因其余各点不在 C 上, 其发出的弧也不是C 上弧, 故在D -

E (C ) 中) , 又 T i 作为无圈图D - E (C ) 的子图也无圈. 于是由引理 2. 1 知 T i 是一个以 u i 为根

的有向树形图. □

下面回过头来讨论满足条件 f g = hf (其中 g , h ∈ F V 为给定, 且至少有一个是置换) 的

映射 f 的存在性、构造和特征刻画等问题. 先引入如下概念:

定义 2. 2　设 g , h ∈F V 的伴随有向图分别为D (g ) 和D (h ) ,A ,B 分别为D (g ) 和D (h )

中的一个有向圈, 其长分别记作 lg (A ) 和 lh (B ). 若 lh (B ) û lg (A ) , 则称圈B 为圈A 在D (h ) 中的

一个因子圈.

为方便起见, 以下规定记号 h
j (x ) 表示 j 个多项式 h (x ) 的复合, 而 (h (x ) ) j 表示 j 个 h (x )

的乘积.

引理 2. 3　设V 为有限集, g , h ∈F V , g 和 h 中至少有一个是置换. g 和 h 的伴随有向图

分别为D (g ) 和D (h ). 设A 1, ⋯,A r 为D (g ) 的全部有向圈, a i ∈V (A i) ( i = 1, ⋯, r). 则有

(1)　任一满足条件 hf = f g 的映射 f ∈ F V 由 f 在 a1, ⋯, a r 处的象所唯一确定.

(2)　设 c1, ⋯, cr ∈V , 则存在 f ∈ F V 满足

hf = f g 且 f (a i) = ci ( i = 1, ⋯, r) (2. 3)

的充要条件是 ci 落在圈A i 在D (h ) 中的某个因子圈上.

(3)　满足 (2) 中条件的 f 若存在, 则必唯一.

证明　 (1) 情形 1: 若 g 是置换, 则V 中任一点都落在D (g ) 的某一圈上. 任取 a ∈V , 不妨

设 a 落在D (g ) 中的圈A i 上, 则必存在正整数 j , 使 a = g
j (a i). 于是当 hf = f g 时有

f (a) = f (g
j (a i) ) = h

j (f (a i) ) ,

即 f (a) 由诸 f (a i) 之值所确定.

情形 2: 若 h 是置换. 任取 a ∈V , 不妨设 a 属于D (g ) 中含有有向圈A i 的那个无向连通分

支D i (g ). 则由引理 2. 1 及引理 2. 2 知D (g ) 中存在从点 a 到点 a i 的有向路, 于是存在 j (事实

上可取 j 为D (g ) 中从点 a 到点 a i 的距离 d g (a , a i) ) 使 a i = g
j (a). 因此当 hf = f g 时有

h
j (f (a) ) = f (g

j (a) ) = f (a i).

但 h 是置换, 存在逆映射 h
- 1. 故由上式得

f (a) = h
- j (f (a i) ) ,

此时 f (a) 同样可由 f (a i) 之值所确定.

(2)　以下用记号 lh (ci) 和 lg (a i) 分别表示D (h ) 中含点 ci 的圈之长及D (g ) 中含点 a i 的

圈之长.

必要性　 若存在 f 满足 (2. 3) , 则由 g
lg (a i

)
(a i) = a i 可得

h
lg (a i

)
(ci) = h

lg (a i
)
(f (a i) ) = f (g

lg (a i
)
(a i) ) = f (a i) = ci ( i = 1, ⋯, r) ,

于是 ci 必落在有向图D (h ) 的某个有向圈上, 且满足 lh (ci) û lg (a i) , 即 c i 落在圈A i 在D (h ) 中的

某个因子圈上.

充分性　情形 1: 若 g 是置换. 对任一 a ∈V , 与 (1) 中同样地论证知 a 可表为 a = g
j (a i).

构作映射 f ∈ F V , 使

f (a) = h
j (ci)　 (若 a = g

j (a i) ) , (2. 4)
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则可验证这样构作的映射 f 是合理定义的. 因若有 g
j (a i) = g

j 1 (a j 1
) , 则 a i 和 a i1 属于有向图

D (g ) 的同一个无向连通分支, 故属于D (g ) 的同一圈 (因由引理 2. 2知该无向分支中只有唯一

圈) , 从 而 i = i1. 又 由 lh (ci) û lg (a i) 得: g
j (a i) = g

j1 (a i) ] j ≡ j 1 (mod lg (a i) ) ] j ≡

j 1 (mod lh (ci) ) ] h
j (ci) = h

j1 (ci) = h
j 1 (ci1

) , 故知 f 是合理定义的.

又当 a = g
j (a i) 时, 有

h (f (a) ) = h
j+ 1 (ci) = f (g

j+ 1 (a i) ) = f (g (a) ) (2. 5)

及 f (a i) = f (g
0 (a i) ) = h

0 (ci) = ci, 故 f 满足 (2. 3).

情形 2: 若 h 是置换. 对任一 a ∈V , 与 (1) 同样地论证知有 i, j , 使 a i = g
j (a). 此时构作映

射 f ∈ F V , 使

f (a) = h
- j (ci)　 (若 a i = g

j (a) ). (2. 6)

则当有 a i = g
j (a) , a i1 = g

j 1 (a) 时, a i 和 a i1 属于D (g ) 的同一无向分支, 故属D (g ) 的同一圈,

从而 i = i1. 又由 a i = g
j (a) = g

j1 (a) 及 lh (ci) û lg (a i) 也容易推出 h
- j (ci) = h

- j1 (ci). 故这样构

作的 f 也是合理定义的. 类似地又可验证 f 也满足 (2. 3). 充分性得证.

(3)　 由 (1) 即知当 f (a i) = ci ( i = 1, ⋯, r) 确定后, 满足条件 hf = f g 的映射 f 若存在,

则只有一个. □

下面再利用插值多项式公式 (2. 1) 将上述关于映射的结论转化到 F q 上的多项式上去.

定理 2. 1　设 h (x ) , g (x ) ∈ F q [x ], 其中 g (x ) 是置换多项式. 设A 1, ⋯,A r 是 g (x ) 所相

应的映射 g ∈F qq 的伴随有向图D (g ) 的全部有向圈, a i ∈V (A i) , lg (a i) 为D (g ) 中含点 a i 的

圈之长 ( i = 1, ⋯, r). 则满足条件 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) 且次数 degf < q 的全体多项式 f (x ) 的

通解可表示为

f (x ) = ∑
r

i= 1
∑

lg (a i
) - 1

j= 0

h
j (ci)Q 0 (x - g

j (a i) ) , (2. 7)

其中 ci 取遍F q 中落在有向图D (h ) 的圈上且满足 lh (ci) û lg (a i) 的全部点 ( i = 1, ⋯, r) (换言之,

即 ci 取遍圈A i 在D (h ) 中的全部因子圈上的点).

证明　h (x ) , g (x ) 所相应的映射 h , g ∈F qq, 此时有向图D (h ) ,D (g ) 的顶点集就是有限

域 F q. 而由 g (x ) 是置换多项式知

F q = ∪
r

i= 1
V (A i) = ∪

r

i= 1
{a i, g (a i) , ⋯, g

lg (a i
) - 1

(a i) } = ∪
r

i= 1
∪

lg (a i
) - 1

j= 0
{g

j (a i) }. (2. 8)

因 f (x ) 满足 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) 的充要条件是它们所相应的映射满足 f g = hf . 而引理 2. 3

又指出了满足 f g = hf 的全部映射 f 可表为如下之形式 (用 f 在 F q 中由 (2. 8) 式表示的全部

元素的象来描述) :

f (g
j (a i) ) = h

j (ci)　 ( i = 1, ⋯, r; j = 0, 1, ⋯, lg (a i) - 1) ,

只要其中 ci 落在A i 在D (h ) 中的因子圈上. 然后再利用插值多项式公式 (2. 1) 将这样得到的全

部映射所对应的次数小于 q 的多项式写出, 即得满足 f (g (x ) ) = h (f (x ) ) 且次数 degf < q 的

f (x ) 的通解公式 (2. 7). □

注　若将 degf < q 的限制条件去掉, 则 f (x ) 的通解可表为

f (x ) = ∑
r

i= 1
∑

lg (a i
) - 1

j = 0
h

j (ci)Q 0 (x - g
j (a i) ) + b (x ) (x

q
- x ) , (2. 9)
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其中 ci 的意义同 (2. 7) 式, 而 b (x ) 则可取遍 F q 上的任意多项式. 这一说明也同样适用于后

面定理 2. 2 及定理 2. 4 中所得的各种通解公式.

与定理 2. 1类似地可以得到当 h (x ) 为置换多项式时, 满足条件 f (g (x ) ) ≡h (f (x ) ) 的F q

上多项式 f (x ) 的通解表示式如下.

定理 2. 2　设h (x ) , g (x ) ∈F q [x ], 其中 h (x ) 是置换多项式. 设D 1 (g ) , ⋯,D r (g ) 为g (x )

所相应的映射 g ∈F qq 的伴随有向图D (g ) 的全部无向连通分支,A i 为D i (g ) 中的 (唯一) 有

向圈, a i ∈V (A i) ( i = 1, ⋯, r). 又对任一 a ∈D i (g ) , 记 d g (a , a i) 为D (g ) 中从点 a 到 a i 的距

离. 则满足条件 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) 且次数 degf < q 的 f (x ) 的通解可表为

f (x ) = ∑
r

i= 1
∑

a∈D i
(g )

h
- d g (a, a i

)
(ci)Q 0 (x - a) (2. 10)

其中 ci 取遍 F q 中满足条件 lh (ci) û lg (a i) 的全部点 (即取遍圈A i 在D (h ) 中的全部因子圈上的

点 ci) , 而 h
- j (x ) 表示 j 个 h

- 1 (x ) 的复合.

定理 2. 2 的证明与定理 2. 1 类似, 从略.

利用上述结论可以进一步给出满足 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) 且 degf < q 的多项式 f (x ) 的个

数的如下计算公式.

定理 2. 3　设 h (x ) , g (x ) 及其他记号的意义同定理 2. 1 或定理 2. 2. 对 1 ≤ j ≤ q, 设映射

g 和 h 的伴随有向图D (g ) 和D (h ) 中长为 j 的有向圈的个数分别为 bj (g ) 和 bj (h ). 又对 1 ≤

i ≤ r, 令N i (h ) 为A i 在D (h ) 中全部因子圈的长度之和, 记N g , h 为满足 f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) )

且 degf < q 的 F q 上多项式 f (x ) 的个数, 则有

(1)　N g , h = ∏
r

i= 1
N i (h ). (2. 11)

(2)　N g , h = ∏
q

k= 1

(∑
j ûh

j bj (h ) )
bk

(g )
. (2. 12)

证明　 (1) 由公式 (2. 7) 或 (2. 10) 立得.

(2)　以N i (h ) = ∑
j û lg (a i

)
j bj (h ) 代入 (2. 11) 式并利用恒等式

∏
r

i= 1

w ( lg (a i) ) = ∏
q

k= 1

w (k )
bk

(g )

对所有函数w (y ) 均成立即可推得 (2. 12) 式. □

在 g 和 h 都是置换的特殊情形, (2. 12) 的形式与 de2B ru ijn 的公式一样[ 5 ]
; 而在 g = h 的特

殊情形, 也与[3 ] 中用中心化环方法得到的公式一样. 但在具体计算时, 应用 (2. 11) 式比 (2.

12) 式更为简捷、方便.
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Polynom ia ls over F in ite F ields with the Comm uting
D iagram Properties

S hao J iay u　　　Guo J ingm ing
(D ep t. of A pp l. M ath. , Tongji U niversity, 200092)

Abstract

W e give exp licit exp ression s fo r the genera l so lu t ion s of the po lynom ia ls f (x ) over fin ite

f ield F q sa t isfying the condit ion f (g (x ) ) ≡ h (f (x ) ) and give the coun t ing fo rm u la fo r the

num ber of such f (x ) w ith degf < q , w here g (x ) and h (x ) a re tw o given po lynom ia ls over F q

and one of them is a perm u ta t ion po lynom ia l. T h is genera lizes the m ain resu lts in [3 ] and al2
so genera lizes the m ain resu lts in [ 1 ] and [ 2 ] in the specia l cases w here g (x ) and h (x ) a re

bo th linear po lynom ia ls.

Keywords　f in ite f ield, po lynom ia l, d igraph.
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