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摘　要　设 #∈C (1, Α) , Α> 0. G 是复平面上以 # 为边界的有界单连通区域. 本文考

虑了极点位于Gϖ 外部, 以广义 Faber2D zεrbasεjan 有理函数的零点为插值结点的L agrange 插值

有理函数序列对A (Gϖ)和 E q (G ) (1< q< + ∞)中函数的一致逼近和平均逼近阶的估计.
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设 # 是复平面上可求长的Jo rdan 闭曲线, 其参数方程为 z = z (s) , s 为弧长, 称曲线 # 属于

类C (p , Α) , 这里 p ≥ 0 为整数, 0 < Α< 1, 若 z (s) 连续可微 p 次, 且 z
(p ) (s) ∈L ip Α.

设D 是 # 外部含有∞点的单连通区域, G 为 # 的内部,w = 5 (z ) 是将D 保形映射到单

位圆外部 ûw û > 1 的映射函数, 满足

5 (∞) = ∞, 　5′(∞) = lim
z→∞

5 (z )
z

= Χ> 0,

并且设 z = 7 (w ) 为其逆映射.

用A (Gϖ) 表示在G 内解析, 在Gϖ 上连续的函数全体. E
q (G ) (0 < q < + ∞) 表示在G 中解

析且满足 1
2Π∫#

û f (z ) û qûd z û < + ∞的函数 f (z ) 的全体. W
(p )

H
(Α) (D{ ) 表示在D 内解析, 在D{

上连续可微 p 次, 且其 p 阶导函数在D{ 上满足 Α阶L ip sch itz 条件的函数全体.

由文献[1 ], 知道 # ∈C (p , Α) , 则映射函数W = 5 (z ) 和 z = 7 (w ) 分别属于W
(p )

H
(Α) (D{ )

和W
(p )

H
(Α) (ûW û ≥ 1).

设{bk }
∞
k= 0 < D , g (z ) ∈W

(p )
H

(Α) (D{ ) , 且 g (z ) ≠ 0, z ∈D{ , 令

Αk =
1

5 (bk )
, 　k = 0, 1, 2, ⋯,

则关于{Αk }
∞
k= 0 的M alm qu ist 系{Υn}

∞
n= 0 定义如下

Υ0 (z ) =
1 - ûΑ0û 2

1 - Α
-

0z
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Υn (z ) =
1 - ûΑnû 2

1 - Α
-

nz
∏
n- 1

k= 0

Αk - z

1 - Α
-

kz

ûΑk û
Αk

, n = 1, 2, ⋯.

　　设M n (z ) 为 g (z ) Υn [5 (z ) ] 在 # 外部{bk }
n
k= 0 的某个邻域外的L au ren t 展式的主部, 则

M n (z ) 是形如M n (z ) =
Q n (z )

∏
n

k= 0

(z - bk )
的有理函数. 其中Q n (z ) 是次数≤ n 的多项式.

函数系{M n (z ) } 就是相应于G , 极点为{bk } 的广义 Faber2D zεrbasεjan 有理函数系.

令 E n (z ) = M n (z ) - g (z ) Υn [5 (z ) ], 则 E n (z ) 在D 内解析, 且 E n (∞) = 0,

M n (z ) =
1

2Πi∫#

g (Ν) Υn [5 (Ν) ]
Ν- z

d Ν, 　z ∈G ,

E n (z ) =
1

2Πi∫#

g (Ν) Υn [5 (Ν) ]
Ν- z

d Ν, 　z ∈D .

由文献[2 ] 可知M n (z ) 在D{ 上有如下渐近等式.

定理 Z[ 2 ]　设 # ∈C (p + 1, Α) , p ≥ 0 为整数, 0 < Α< 1, g (z ) ∈W
(p )

H
(Α) (D{ ) , 且 g (z )

在D{ 上异于零, {bk } < D 满足条件

û5 (bk ) û ≥ Θ> 1, (3 )

则极点位于{bk }, 关于区域G 及权函数g (z ) 的广义Faber2D zεrbasεjan 有理函数M n (z ) 有如下渐

近式

M n (z ) = g (z ) Υn [5 (z ) ] [1 + O (n
- p - Αlnn ], 　z ∈D{ .

由此可知, 当 g (z ) 在D{ 上异于零时,M n (z ) 的零点位于G 内, 且在G 内有 n 个零点, 记为

{z
(n)
k }

n
k= 1 ({z

(n)
k } < G ).

在文献[3 ], [ 4 ] 中, 考虑了函数类A (ûz û ≤1) 中的函数, 被具有给定极点的有理函数插值

时, 其插值有理函数序列在 ûz û ≤ 1 上的一致收敛性及其在L
q (ûz û = 1) (0 < q < + ∞) 中的

平均收敛性问题, 其中的插值结点都位于 ûz û = 1 上, 因而对于在边界上的某些点可能不存在

边界值的H
q 类函数就有局限.

在定理Z的条件下, 设M n+ 1 (z ) 的零点为{z
(n+ 1)
k }

n
k= 0, f (z ) ∈E

q (G ) (0 < q < + ∞) ,L n (f ,

z ) 为极点是{bk }
n+ 1
k= 0, 以{z

(n+ 1)
k }

n
k= 0 为插值结点的 f (z ) 的L agrange 插值有理函数, 则由H erm ite

插值公式有

f (z ) - L n (f , z ) =
M n+ 1 (z )

2Πi ∫#

f (Ν)
M n+ 1 (Ν) (Ν- z ) d Ν, z ∈G.

本文考虑 f (z ) ∈ E
q (G ) (1 < q < + ∞) 和 f (z ) ∈A (Gϖ) 被L n (f , z ) 逼近的平均逼近阶

和一致逼近阶的估计. 主要结果为

定理 1　设 # ∈C (1, Α) , 0 < Α< 1, g (z ) 在D 内解析, 在D{ 上异于零, 且属于L ip Α, {bk }

< D 满足条件 (3 ) , 则对任何 f (z ) ∈A (Gϖ) , 有

û f (z ) - L n (f , z ) û = O (Ξ(f ,
1
n

) lnn) , z ∈Gϖ,

其中 Ξ(f , ∆) 是 f (z ) 在Gϖ 中的连续模.

定理 2　 在定理 1 的条件下, 对任何 f (z ) ∈A (Gϖ) , 0 < q < + ∞, 有
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{∫#
û f (z ) - L n (f , z ) û qûd x û}

1
q = O (Ξ(f ,

1
n

) ) ,

其中 Ξ(f , ∆) 是 f (z ) 在Gϖ 中的连续模.

定理 3　 在定理 1 的条件下, 对任何 f (z ) ∈ E
q (G ) , 1 < q < + ∞, 有

{∫#
û f (z ) - L n (f , z ) û qûd z û}

1
q = O [Ξ(f ü 7 ,

1
n

) q ],

其中 Ξ(f ü 7 , ∆) q 是 f [7 (w ) ] 在 ûw û = 1 上的平均连续模.
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Abstract

L et G be a bounded sim p ly connected dom ain in the com p lex p lan w ith boundary 5G = #
∈ C (1, Α) , 0 < Α< 1. In th is paper w e est im ate the un ifo rm and m ean app rox im at ion o rders

of funct ion s in A (Gϖ) and E q (G ) (1 < q < + ∞) by their L agrange in terpo la t ion ra t iona l func2
t ion s based on the zero s of the genera lized Faber2D zεrbasεjan ra t iona l funct ion s w ith p reas2
signed po les in the ex terio r of Gϖ.
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