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分次环A , A e和 Smash积A # G
3 是亚直既约环的条件
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摘　要　讨论了分次环A , A e和A # G3 的相关性质,在A 是分次忠实时, A # G3 是

亚直既约环当且仅当A e是亚直既约环;在A 是分次非退化时, A # G3 是G2亚直既约环当且仅

当A 是分次亚直既约环.
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设G是任意群,一个环A 称为G2分次环,如果A = Ý
g∈G

A g是加群直和,且A gA h Α A gh , Π g ,

h ∈G. 若A gA h = A gh ,则称A 为强分次环. 设 I 是A 的一个理想,令 IG = Ý
g∈G

( I ∩A g ) ,则 IG也

是A 的一个理想,如果 IG = I ,则称 I 是A 的分次理想. 显然对于A 的任意理想 I , IG是A 的含

于 I 中的最大的分次理想.

设A 是G2分次环,称A 是分次非退化的如果Π a∈A ,由 (a ,A ) e = 0必有 a = 0,且由 (A ,

a) e = 0,必有 a = 0;称A 是分次忠实的,如果Π 0≠ a∈A g , aA h ≠ 0,A hag ≠ 0, Π g , h ∈G.

由文[1 ] 知强分次环是分次忠实的,而分次忠实的必是分次非退化的.

对于G2分次环A ,定义A 和G 的 Sm ash积A # G
3 是一个自由左A 2模 Ý

g∈G
A P g ,在其中定

义乘法: (aP g ) (bP h) = (abgh- 1) P h , Π a , b∈A ; g , h ∈G ,这里 bx 表示 b在A x (x ∈G ) 中的分

量. 这样A # G
3 是一个结合环. 如果J 是A # G

3 的一个理想,令J A = {Α∈A ûaP g∈J , Π g ∈

G }, 则 J A 是A 的理想, 记 J
↓

= (J A ) G. 如果 I 是 A 的分次理想, 令 I # G 3 = {∑
g∈G

ΑP g ∈

A # G 3 ûa ∈ I } = ∑
g∈G

IP g ,则 I # G
3 是A # G

3 的理想.

定义 (aP x ) g
= aP x g , a ∈A , x , g ∈G ,则G 作为A # G

3 的一个自同构群作用于A # G 3 .

A # G 3 的一个理想 J 称为G2稳定的,如果 J
g Α J , Π g ∈G ,A # G

3 的一个理想 P 称为G2素
理想. 如果 P 是G2稳定的,且对任意G 2稳定理想 I , J ,由 IJ Α P ,可推出 I Α P 或 J Α P. 如

果零理想是A # G
3 的G2素理想,则称A # G

3 是G2素环.

定义 1　称环A 是亚直既约环,如果A 的所有非零理想的交H 不为零,称H 为A 的心,

若H
2 ≠ 0,则易见H

2 = H ,此时称H 为A 的幂等心,否则称为幂零心.

可类似定义分次亚直既约环的概念.

在文[2 ] 中引入了如下概念:
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设 K 是A # G
3 的理想,令 K e = {a ∈A eûaP e ∈ K },则 K e是A e的理想;

设A 是G2分次环, I 是A e的理想,令[ I ] = ∑
g∈G

A IA g - 1P g ,则[ I ] 是A # G 3 的理想.

为方便计,下面用 I ü A 表示 I 是环A 的理想.

一般地, 设 K ü A # G
3

,M ü A # G
3

, I ü A e, J ü A e, 则有 [K e ] Α K , [ I ]e Α I , 且M eK e Α
(M K ) e, [ I ] [J ] Α [ IJ ],而当A 有单位元时, [ I ]e = I ,进一步,有下面引理:

引理 1　设A 是G2分次环,A 是分次忠实的, K ≠ 0, K ü A # G
3 ,则 K e≠ 0.

证明　设 0≠∑
g , h

ag , hP g ∈ K , ag , h ∈A h ,假设 aΑ, Β≠ 0,则

(A (ΒΑ) - 1P ΒΑ) (∑
g , h

ag , hP g ) (A ΑP e) = A (ΒΑ) - 1aΑ, ΒA aP e∈ K ,

因分次是忠实的,则A (ΒΑ) - 1aΑ, ΒA Α≠ 0,因此 K e≠ 0.

引理 2　设A 是 G2分次环,A 分次非退化, 则对A 的任意非零分次理想 I , I e ≠ 0; 对

A # G
3 的任意G2稳定理想 J ≠ 0则 J

↓≠ 0, J e ≠ 0.

证明　设 0≠ I 是A 的分次理想,若 I e = 0,则Π a∈ I g ,因 aA g - 1 Α I e,则 aA g - 1 = 0,从

而 (a ,A ) e = 0. 由A 的分次非退化知, a = 0,从而 I g = 0, Π g ∈G ,这样 I = 0矛盾. 因此 I e≠

0.

设 0≠ J 是A # G 3 的G2稳定理想,设 0≠∑
g , h

ag , hP h ∈ J , ag , h ∈A g ,则存在 Α, Β∈G ,使

得 aΑ, Β≠ 0,因A 分次非退化,则有A Α- 1aΑ, Β≠ 0,从而又有A Α- 1aΑ,BA e≠ 0,于是有

(A Α- 1P ΑΒ) (∑
g , h

Αg , hP h) (A eP Β) = (A Α- 1P ΑΒ) (∑
g

ag , ΒA eP Β) = A Α- 1aΑΒA eP Β∈ J ,

因为 J 是G2稳定的,则对任意 g ∈G ,

(A Α- 1aΑ, ΒA e) P g = (A Α- 1aΑ, ΒA eP Β) Β- 1g ∈ J
Β- 1g Α J ,

从而A Α- 1aΑ, ΒA e∈J A ,则A Α- 1aΑ, ΒA e∈J ↓,从而J ↓≠ 0;由于有A Α- 1aΑ, ΒA e∈A e,且A Α- 1aΑ, ΒA eP e

∈ J ,从而 J e ≠ 0.

定理 1　设分次环A 是分次忠实的,则A # G
3 是亚直既约环 Ζ A e是亚直既约环.

证明　设A # G
3 的心为H ,由引理 1, H e≠ 0设 0≠ I ü A e,则 0≠ [ I ]ü A # G

3 ,从而[ I ]

Β H ,则 I Β [ I ]e Β H e≠ 0,这样易见A e是心为H e的亚直既约环.

反之设N 是A e的心,设 0≠ J ü A # G 3 ,则 J e≠ 0,从而 J e Β N ,则 J Β [J e ] Β [N ]≠

0. 则A # G 3 是心为[N ] 的亚直既约环.

称A # G 3 是G2亚直既约环,如果A # G 3 的所有非零G2稳定理想的交不为零. 其交H 称

为G2心.

由引理 2易得下面推论:

推论 1　设分次环A 是分次非退化的,则A e 是亚直既约环,蕴含A # G 3 是G2亚直既约
环.

证明　设 0≠ J 是A # G 3 的G2稳定理想,由引理 2, J e≠ 0,则 J e Β H (H 是A e 的心)

从而 J Β [J e ] Β [H ] ≠ 0,从而A # G 3 是G2亚直既约环.

推论 2　设分次环A 是分次非退化的,则A e 是亚直既约环,蕴含A 是分次亚直既约环.

证明　设 0≠ I 是A 的分次理想,由引理 2知 I e ≠ 0,从而 I e Β H (H 为A e 的心) ,则 I
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Β H ,从而A 是分次亚直既约环. 心为H 在A 中生成的分次理想.

定理 2　设分次环A 是分次非退化的,则A # G 3 是G2亚直既约环 Ζ A 是分次亚直既约

环.

证明　“α ”　设 0≠ J 是A # G 3 的G2稳定理想,则由引理 2, J
↓≠ 0. 从而 J

↓ Β H (其

中H 为A 的分次心) ,则 J Β J
↓

# G 3 Β H # G 3 ,这样A # G 3 是有G2心H # G 3 的G2亚直
既约环.

“] ”　设A # G 3 的G2心为M ,则因M 是G2不变的,从而M
↓≠ 0. 设 0≠ I 是A 的分次

理想,则 I # G 3 是A # G 3 的G2不变理想. 从而 I # G 3 Β M ,则 I Β M
↓

,这样A 是有分次心M
↓

的分次亚直既约环.

注 1　“] ”无需分次非退化性. 因为设 ∩
Α

I Α是 A 的所有非零分次理想的交, 则 Π Α,

I Α# G 3 Β M ,从而 (∩
Α

I Α) # G 3 = ∩
Α

( I Α# G 3 ) Β M ≠ 0,从而∩
Α

I Α≠ 0.

对于推论 2的逆是不成立的,即使在强分次环的情况下也不成立.

例 1　设 K 是一个域, R = M n (K ) ,记G = {e, a}是二阶循环群,令

R e =
x 0

0 y
x , y ∈ K , R a =

0 z

w 0
z ,w ∈ K .

易见R = R e Ý R a 是强分次环,而且由 R 是单环得 R 是分次单环. 但

I 1 =
x 0

0 0
x ∈ K , I 2 =

0 0

0 y
y ∈ K

是R e的两个非零理想. R e = I 1 Ý I 2. 因此R e不是亚直既约环,但R 是分次单环,当然是分次亚

直既约环.

同样对推论 1的逆也不成立. 请看下例.

例 2　设环R 同例 1,则易见R # G 3 是G2单环,因而R # G 3 是G2亚直既约环,但由例 1

可知R e 却不是亚直既约环.

由文[3 ] 我们知道,当A 是有单位元的G2分次环, J 是A # G 3 的G2稳定理想时,则

J = J
↓

# G 3 .

对于没有单位元的分次环A ,可把它嵌入有单位元的分次环A 1,而使A 成为A 1的分次理

想. 从而A # G 3 ü A 1# G 3 . 因此若P 是A # G 3 的半素理想或幂等理想时,必有P ü A 1# G 3 ,因

而若 P 又是A # G 3 的G2稳定理想时,必有 P = P
↓

# G
3
.

推论 3　设A 是有单位元的G2分次环,则A # G 3 是G2亚直既约环 Ζ A 是分次亚直既约

环.

注 2　“] ”无需A 有单位元.

由文[1 ]知A 是分次半素的,则A 必是分次非退化的,而由文[4 ]知A # G 3 是G2素环Ζ A

是分次素环,从而有下面推论:

推论 4　设A 是G2分次环,则A # G 3 2是有幂等G2心的G2亚直既约环 Ζ A 是有分次幂

等心的分次亚直既约环.

推论5　设分次环A 是分次非退化的,A e是有幂等心的亚直既约环,则A 是有分次幂等心

的分次亚直既约环.
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由此又有下面推论:

推论 6　设分次环A 是分次非退化的,A e 是有幂等心的亚直既约环,则A # G 3 是有幂等

G2心的G2亚直既约环.

下面的定理是定理 2的推广:

定理3　设A 是G2分次环, ûG û < ∞,若A # G 3 是素环,则A 是分次亚直既约环Ζ A # G 3

是亚直既约环.

证明　“] ”　由定理 2知A # G 3 是有G2心H 的G2亚直既约环. 设 0≠ Iü A # G 3 ,则

0≠ IX ü A # G 3 . 由于A # G 3 是素环, ûG û < ∞,则 ∩
X∈G

I
X ≠ 0. 从而 ∩

X ∈G
IX Β H ,则 I Β H . 由

此A # G 3 是心为H 的亚直既约环.

引理 3　设A 是G2分次环,设 P 是A # G 3 的素理想,则 ∩
X ∈G

P X = P
↓

# G
3
.

证明　由于 ∩
X∈G

P X 是半素理想且是 G2稳定理想, 从而 ∩
X ∈G

P X = (∩
X ∈G

P X )↓# G 3 . 由于

∩
X∈G

P X Α P ,从而 (∩
X ∈G

P X )↓ Α P
↓

,则 ∩
X∈G

P X Α P
↓

# G 3 ,但 P
↓

# G 3 Α P 且 P
↓

# G 3 是G2稳

定理想,从而 P
↓

# G 3 Α ∩
X∈G

P X ,这样 ∩
X∈G

P X = P
↓

# G 3 .

定理 4　设A 是分次单环,则A # G 3 是单环的亚直和.

证明　令 2 = {J ü A # G 3 ûJ
↓

= 0},由于 0∈ 2 ,则 2 不空. 由Zo rn引理, 2 中存在极大
元 P ,易证 P 是极大理想且是素理想. 从而由引理 3, ∩

x∈G
P x = P ↓# G 3 = 0,从而

A # G 3 µ sub
x∈G

Ý A # G 3 öP x ,

而 Π x ∈G ,A # G 3 öP x µ A # G 3 öP 是单环.

定理 5　设A 是有单位元的G2分次环,则

i)　若 P 是A # G 3 的素理想,则 P e是A e的素理想;

ii)　若 I ü A e,使A eöI是有幂等心的亚直既约环,则存在P ü A # G 3 , P e = I ,而A # G 3 öP

是有幂等心的亚直既约环.

证明　i)　设J 1, J 2ü A e. 使J 1J 2 Α P e,则有[J 1J 2 ] Α [P e ] Α P. 从而[J 1 ] [J 2 ] Α [J 1J 2 ]

Α P ,则[J 1 ] Α P 或[J 2 ] Α P ,这样J 1 = [J 1 ]e Α P e或J 2 = [J 2 ]e Α P e,因此 P e是A e的素理

想.

ii)　令 2 = {J ü A # G 3 ûJ e = I },由于[ I ]∈ 2 ,则 2 不空,从而 2 中存在极大元P ,设J 1,

J 2 是A # G 3 的理想, J 1, J 2 Í P. 则 (J 1) e Í I , (J 2) e Í I. 由 I 的素性知 (J 1) e (J 2) e ¾ I , 由于

(J 1J 2) e Β (J 1) e (J 2) e则 (J 1J 2) e ¾ I ,从而J 1J 2 ¾ P ,因此P 是A # G 3 的素理想. 若J ü A # G 3 ,

J Í P ,则 J e Í I ,从而 J e Β H (其中H öI 是A eöI 的幂等心) ,因此

J Β [J e ] + P Β [H ] + P Í P.

从而A # G 3 öP 是有幂等心的亚直既约环且 P e = I.

定理 6　设A 是G2分次环, I 是A 的分次理想,使A öI 是有分次幂等心的分次亚直既约

环,则存在 P ü A # G 3 , P
↓ = I ,且A # G 3 öP 是有幂等心的亚直既约环.

证明　令 2 = {J ü A # G 3 ûJ
↓ = I },易见 I # G 3 ∈ 2 ,则由 Zo rn 引理 2 中存在极大元

P ,则 P 是A # G 3 的素理想. 实际上设 J 1, J 2ü A # G 3 , J 1, J 2 Í P ,则 J
↓
1 Í I , J

↓
2 Í I ,从而由

I 的分次素性J
↓
1 J
↓
2 ¾ I ,由于J

↓
1 J
↓
2 Α (J 1J 2) ↓,则 (J 1J 2)

↓¾ I ,从而J 1J 2 ¾ P. 这样P 是素理
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想. 设J ü A # G 3 , J Í P ,则J
↓ Í I ,从而J

↓ Β H (其中H öI为A öI 的分次幂等心) ,则J Β
H # G 3 + P Í P. 因此A # G 3 öP 是有幂等心的亚直既约环,而且 P

↓
= I.
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Cond ition s for a Graded R ing A、A e and Smash Product
A # G 3 to be Subd irectly Irreduc ible R ings
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Abstract

T h is paper dea ls w ith som e reta t ive p ropert ies of A and sm ash p roduct A # G 3 ; w hen A

is g raded fa ithfu l, A # G 3 is subdirect ly irreducib le ring if and on ly if A e is a lso. W hen A is

Graded nondegenera te, A # G 3 is G2 subdirect ly irreducib le ring if and on ly if A is Graded

subdirect ly irreducib le ring.

Keywords　subdirect ly irreducib le ring, graded nondegera te, sm ash p roduct.
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