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关于G2分次环与G2集的 Smash 积的几个结果
Ξ

孙　建　华
(扬州大学师范学院数学系, 扬州225002)

摘　要　设G 为任意群, 本文借助于环的矩阵表示给出了G2分次环与任意可迁G2集

的 sm ash 积是素环或单环的刻画.
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对于群G2分次环R 和有限可迁G2集A , C. N astasescu 和 S. R aianu 等在文[1 ] 中引入了

sm ash 积R # A 的概念. 文[2 ]利用环的矩阵表示研究了G2分次环R 与任意可迁G2集的 sm ash

积的性质. 本文在[1 ], [ 2 ] 的基础上讨论了G2分次环与任意可迁G2集的 sm ash 积是素环或单

环的等价条件, 作为其特殊情形得到[3 ] 中的结果, 并增加了[3 ] 中定理 2 的两个等价条件.

文中设G 为任意群, e 为G 的单位元, R 是有单位元 1 的G2分次环. 称A 为G2集, 如果映

射 (G 在A 上的作用)G ×A →A 满足条件: g (ha) = (g h ) a , ea = a , Π g , h ∈G , Π a ∈A .

定义 1
[ 1 ]　 设 A 是一个 G2 集. G2 分次环 R 上的左模M 称为 A 2 型分次模, 如果M

= Ý
a∈A

M a (加群直和) , 且有R gM
a Α M ga , Π g ∈G , a ∈A . 若R gM

a = M ga , Π g ∈G , Π a ∈A ,

则称M 是强A 2型分次的.

可以类似地定义右G2集及右G2集分次R 2模. 据[1 ], G2集A 2型分次模的研究可转化为

可迁G2集GöH 2型分次模的研究. GöH = {ΡiH , i ∈ I } 为G 的某个子群H 在G 中全体左陪

集自然作成的G2集. 因此以下总是取任一G2集A 为GöH , 其中 k = {Ρi, i ∈ I } 为H 在G 中

全体左陪集的一个完全代表集. 此时易见{Ρ- 1
i , i ∈ I } 是H 在G 中全体右陪集的一个完全代表

集.

用 rg 表示R g 中元素. 当 T 为G 的子集时, 令 R
T = ∑

g∈T

R g. 当 S 是 R 的子集时, 令 S T =

S ∩R T. 由定义知G2分次环R 是左 (右)GöH 2型分次R 2模R = Ý
ΡiH ∈GöH

R
ΡiH (= Ý

H Ρ- 1
i ∈GöH

R
H Ρ- 1

i ).

这里用GöH 表示 (GöH ) L 或 (GöH ) R , 不会产生混淆. 注意到R eH = R H e = R H = R
(H ) (子群H 2

分次环, 参见[4 ]).

下面给出G2分次环与任意可迁G2集的 sm ash 积的定义 (参见[1 ]).

定义 2　 设R 是G2分次环, H 是G 的子群, GöH = {ΡiH , i ∈ I } 是任意可迁G2集. 对任

一 ΡiH 引入符号 P ΡiH , 以{P ΡiH , i ∈ I } 为自由基作自由R 2模R # GöH = Ý
i∈I

R P ΡiH , 且其中乘法
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定义为

(aP ΡiH
) (bP ΡjH

) = ∑
g∈G

gΡjH = ΡiH

abg P ΡjH ,

(再按线性扩张到整个R # GöH 上去) 这里 a , b ∈R , b = ∑
g∈G

bg. 由于GöH 可迁, 故必有 g ∈G

使 g ΡjH = ΡiH . 又 b 的齐次分解式中只有有限个 bg ≠ 0. 故上式中的求和是有意义的.

直接验证加群R # GöH 关于如上乘法是一结合环, 称为G2分次环与可迁G2集的 sm ash

积. 当GöH 为有限时, R # GöH 有单位元; 当GöH 无限时, R # GöH 无单位元, 但具有局部单

位元. 当子群 H = {e} 时, Gö{e} µ G , 上述定义的 sm ash 积即为[3 ] 的 G2分次环与群 G 的

sm ash 积.

[ 2 ] 中给出了 R # GöH 的矩阵表示为

eH ΡiH ΡjH ⋯ ΡkH ⋯

　R # GöH µ (R ΡiH Ρ- 1
j ) ( i, j )∈I×I =

R eH R
H Ρ- 1

i R
H Ρ- 1

j ⋯ ⋯ ⋯

R
ΡiH R

ΡiH Ρ- 1
i R

ΡiH Ρ- 1
j ⋯ ⋯ ⋯

R
ΡjH R

ΡjH Ρ- 1
i R

ΡjH Ρ- 1
j ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ R
ΡpH Ρ- 1

k ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

eH

ΡiH

ΡjH

�
ΡpH

(1)

因为 R e 有单位元 1, R e Α R
ΡiH Ρ- 1

i , Π Ρi ∈ K. 这样 R # GöH 含所有形如 eΡiH , ΡjH
(Π ΡiH ∈

GöH ) 的矩阵单位 (即它在 (ΡiH , ΡjH ) 位置上取 1, 在其它位置上取 0) , 因而若Q ü R # GöH ,

而矩阵 (aΡiH , ΡjH
) ∈Q , 则 eΡiH , ΡiH

(aΡiH , ΡjH
) eΡjH , ΡjH ∈Q. 所以Q 具有形式

Q = (Q ΡiH , ΡjH
) ,Q ΡiH , ΡjH Α R

ΡiH Ρ- 1
j .

引理1　Q = (Q ΡiH , ΡjH
) ü R # GöH 当且仅当 ∑

ΡjH ∈GöH

Q ΡiH , ΡjH , Π ΡiH ∈GöH , 是R 的GöH 2型

分次右理想, 且 ∑
ΡiH ∈GöH

Q ΡiH , ΡjH , Π ΡjH ∈GöH , 是R 的GöH 2型分次左理想.

引理 2　 若 I Α R
(H ) , 则[ I ] = (R ΡiH IR

H Ρ- 1
j ) ü R # GöH .

引理 3　 若 I , J ü R
(H ) , 则[ I ] [J ] = [ I õ J ].

按矩阵的乘法规则验证可得上引理.

引理 4　设R 是G2分次环, 则R 是强G2分次的当且仅当每个左 (右)GöH 2型分次R 2模
是强分次的.

证明　] 　任取左GöH 2型分次 R 2模M , 则对 Π g ∈G , ΡiH ∈GöH , 有

M
gΡiH = R eM

gΡiH = R gR g - 1M
gΡiH Α R gM

ΡiH ,

因此, R gM
ΡiH = M

gΡiH. 即M 是强GöH 2型分次的.

α 　由于R 是一个GöH 2型分次的 R 2模, 所以

R gR
ΡiH = R

gΡiH , 对 Π g ∈G , Π ΡiH ∈GöH .

即R g ( Ý
h∈G

hH = ΡiH

R h) = Ý
p∈G

pH = gΡiH

R p.

因为若 hH = ΡiH , 则 g hH = g ΡiH . 所以R gh 是上式右端的一个直和加项, 又 R gR h Α R gh , 故
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R gR h = R gh , Π g , h ∈G. 即R 是强G2分次环.

关于右的情形类似可证.

定理 5　设R 是强G2分次环, 则对应Η: I → [ I ] 是R
(H ) 的理想集到R # GöH 的理想集上

的一一对应.

证明　由引理 2, 对 Π I ü R
(H )

, 有

　　[ I ] = (R
ΡiH IR

H Ρ- 1
j ) =

I IR
H Ρ- 1

i IR
H Ρ- 1

j ⋯

R
ΡiH I R

ΡiH IR
H Ρ- 1

i R
ΡiH IR

H Ρ- 1
j ⋯

R
ΡjH I R

ΡjH IR
H Ρ- 1

i R
ΡjH IR

H Ρ- 1
j ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ü R # GöH .

易见, 若[ I ] = {0}, 则 I = {0}, 即对应 Η是单射. 另一方面, 当R 是强G2分次环时, 对于R 的

任一GöH 2型分次左理想A = Ý
ΡiH ∈GöH

A
ΡiH , 由引理 4, R gA

ΡiH = A
gΡiH , Π g ∈G , Π ΡiH ∈GöH .

即A 由其任一齐次部分A
ΡiH 所决定. 对称地, R 的任一GöH 2型分次左理想B 也有类似的结

果. 因此, 对于任意 Q = (Q ΡiH , ΡjH
) ü R # GöH , 由于 Q eH , eH ü R

(H )
, R

H
Q eH , eH = Q eH , eH R

H
=

Q eH , eH , 有

　　　　　　Q = (Q ΡiH , ΡjH
) = (R Ρi

Q eH , eH R Ρ- 1
j

)

= (R Ρi
R

H
Q eH , eH R

H
R Ρ- 1

j
) = (R

ΡiHQ eH , eH R
H Ρ- 1

j ) = [Q eH , eH ].

即对应 Η是满射. 得证.

推论 6　 设R 是G2分次环.

(1)　若R # GöH 是单环, 则R
(H ) 是单环;

(2)　若R 是强G2分次环, 且R
(H ) 是单环, 则R # GöH 是单环.

证明　 (1) 注意到定理 5 中关于 Η是单射的证明并未用到强分次的条件, 即对任意的G 2
分次环如上定义的映射 Η总是单射, 故 (1) 得证.

(2)　直接由定理 5 推得.

现在研究 R # GöH 的素性.

引理 7　 设A = A
H e

+ A
H Ρ- 1

i + A
H Ρ- 1

j + ⋯是R 的GöH 2型分次右理想. 则对 Π x ∈G

有

　　 (R ΡiH x - 1

A
xH Ρ- 1

j ) =

R
eH x - 1

A
xH e

R
eH x - 1

A
xH Ρ- 1

i R
eH x - 1

A
xH Ρ- 1

j ⋯

R
ΡiH x - 1

A
xH e

R
ΡiH x - 1

A
xH Ρ- 1

i R
ΡiH x - 1

A
xH Ρ- 1

j ⋯

R
ΡjH x - 1

A
xH e

R
ΡjH x - 1

A
xH Ρ- 1

i R
ΡjH x - 1

A
xH Ρ- 1

j ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ü R # GöH .

引理 8　 设B = B
eH

+ B
ΡiH + B

ΡjH + ⋯是R 的GöH 2型分次左理想. 则对 Π x ∈G 有

　　 (B ΡiH x
R

xH Ρ- 1
j ) =

B
eH x

R
x - 1H e

B
eH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
eH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

B
ΡiH x

R
x - 1H e

B
ΡiH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
ΡiH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

B
ΡjH x

R
x - 1H e

B
ΡjH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
ΡjH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ü R # GöH .

定理 9　 设R 是G2分次环. 令A = A
H e + A

H Ρi + A
H Ρj + ⋯ (B = B

eH + B
ΡiH + B

ΡjH +
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⋯) 为R 中任意非零分次右 (左) 理想, 则下列条件等价

(1)　R # GöH 是素环.

(2)　A
H Ρ- 1

i ≠ 0, ΠA , Π Ρi ∈ K ; B
ΡiH ≠ 0, 对 ΠB , Π Ρi ∈ K , 且R

(H ) 是素环.

(3)　 ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH ≠ 0, ΠA , ΠB .

(4)　 ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x ≠ 0, ΠA , ΠB , Π x ∈G.

(5)　 ∑
ΡiH ∈GöH

A
xH Ρ- 1

i B
ΡiH ≠ 0, ΠA , ΠB , Π x ∈G.

(6)　 ∑
ΡiH ∈GöH

A
xH Ρ- 1

i B
ΡiH y ≠ 0, ΠA , ΠB , Π x ∈G , Π y ∈G.

证明　 (1) ] (4) 由于A (B ) 是R 的非零的GöH 2型分次的右 (左) 理想, 据引理 7 和引理

8 有 0 ≠ (R ΡiHA
H Ρ- 1

j ) ü R # GöH , 0 ≠ (B ΡiH x
R

x - 1H Ρ- 1
j ) ü R # GöH . 计算其乘积

　 (R
ΡiHA

H Ρ- 1
j ) (B

ΡiH x
R

x - 1H Ρ- 1
j )

=

R
eH

A
H e

R
eH

A
H Ρ- 1

i R
eH

A
H Ρ- 1

j ⋯

R
ΡiHA

H e
R

ΡiHA
H Ρ- 1

i R
ΡiHA

H Ρ- 1
j ⋯

R
ΡjHA

H e
R

ΡjHA
H Ρ- 1

i R
ΡjHA

H Ρ- 1
j ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

B
eH x

R
x - 1H e

B
eH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
eH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

B
ΡiH x

R
x - 1H e

B
ΡiH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
ΡiH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

B
ΡjH x

R
x - 1H e

B
ΡjH x

R
x - 1H Ρ- 1

i B
ΡjH x

R
x - 1H Ρ- 1

j ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

=

R
eH ( ∑

ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x )R

x - 1H
R

eH ( ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x )R

x - 1H Ρ- 1
i ⋯

R
ΡiH ( ∑

ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x )R

x - 1H
R

eH ( ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x )R

x - 1H Ρ- 1
i ⋯

⋯ ⋯ ⋯

.

据R # GöH 是素环. 故上式不为 0, 所以 ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x ≠ 0. 即 (4) 成立.

(4) ] (1)　 设 0 ≠Q = (Q ΡiH , ΡjH
) ü R # GöH , 0 ≠T = (T ΡiH , ΡjH

) ü R # GöH . 由引理 1, 存

在某个 ΡjH ∈GöH , 使得 ∑
ΡiH ∈GöH

Q ΡiH , ΡjH 是非零 GöH 2型分次左理想. 再由 (2) , 0 ≠Q eH , ΡjH Α

R
H Ρ- 1

j 从而矩阵 (Q ΡiH , ΡjH
) 中第一行元素之和 ∑

ΡkH ∈GöH

Q eH , ΡkH 为 R 的非零的GöH 2型分次的右理

想; 又存在某个 ΡiH ∈ GöH , 使得 ∑
ΡjH ∈GöH

T ΡiH , ΡjH 是非零的 GöH 2 型分次右理想, 由 (2) ,

0 ≠ T ΡiH , eH Α R
ΡiH. 从而矩阵 (T ΡiH , ΡjH

) 中的第一列元素之和 ∑
ΡtH ∈GöH

T ΡtH , eH 为R 中非零GöH 2型

分次的左理想. 据 (4) 得 ∑
ΡkH ∈GöH

Q eH , ΡkH T ΡkH , eH ≠ 0, 因此Q T ≠ 0, 即 (1) 成立. 所以 (1) Ζ (4).

(1) Ζ (3) , (1) Ζ (5) , (1) Ζ (6) , 同上可证.

(4) ] (2)　由 (4) , ∑
ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x ≠ 0, 对 Π x ∈G. 又A 是GöH 2型分次右理想, 所以

A
H x Β ∑

ΡiH ∈GöH

A
H Ρ- 1

i B
ΡiH x ≠ 0, 对 Π x ∈G. 又 (4) Ζ (5) , 由 (5) 同理得B

xH ≠ 0, 对 Π x ∈G.

再证R
(H ) 是素环. 取 0 ≠ I ü R

(H )
, 0 ≠ J ü R

(H )
. 依引理 3 可得R # GöH 的两个非零理想
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[ I ] 和[J ]. 再由引理 1 和上面所证得[ I ] [J ] ≠ 0, 即[ IJ ] ≠ 0. 故 IJ ≠ 0, 即R
(H ) 是素环.

(2) ] (1)　 设 0 ≠Q = (Q ΡiH , ΡjH
) ü R # GöH , 0 ≠ T = (T ΡiH , ΡjH

) ü R # GöH . 重复运用引

理 1 及条件 (2) 有 0 ≠Q eH , eH ü R
(H )

, 0 ≠ T eH , eH ü R
(H )

. 再由R
(H ) 的素性有Q eH , eH T eH , eH ≠ 0. 作

R # GöH 的理想[Q eH , eH ] 和[T eH , eH ], 易见Q Β [Q eH , eH ], T Β [T eH , eH ]. 所以

Q T Β [Q eH , eH ] [T eH , eH ] = [Q eH , eH T eH , eH ] ≠ 0.

故R # GöH 是素环. 证毕.

推论 10　设R 是G2分次环. 用A = A e + A g + A h + ⋯ (B = B e + B g + B h + ⋯) 表示

R 中非零G2分次右 (左) 理想, 则下列条件等价

(1)　R # G 是素环.

(2)　A g ≠ 0, ΠA , Π g ∈G; B g ≠ 0, ΠB , Π g ∈G 且R e 是素环.

(3)　∑
g∈G

A gB g - 1 ≠ 0, ΠA , ΠB .

(4)　∑
h∈G

A hB h- 1g ≠ 0, ΠA , ΠB , Π g ∈G.

(5)　∑
h∈G

A gh- 1B h ≠ 0, ΠA , ΠB , Π g ∈G.

(6)　∑
h∈G

A gh- 1B hq ≠ 0, ΠA , ΠB , Π g , q ∈G.

证明　取H = {e}, 由定理 9 直接得证.

注意到这里R # G 表示的是G2分次环R 与群G 的 sm ash 积, 即[3 ] 中的R # G 3 , 上推论中

等价条件 (1)— (4) 即为[3, 定理 2 ], 这里增加了等价条件 (5) 和 (6).
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Som e Results of The Smash Product A ssoc ia ted
with a G2graded R ing and a G2 set

S un J ianhua
(D ep t. of M ath. , T eachers′Co llege of Yangzhou U niversity)

Abstract

Fo r any group G and G2 graded ring R , w e give som e characteriza t ion s fo r the sm ash

p roduct, associa ted w ith R and a G 2set, to be a p rim e o r sim p le ring.

Keywords　group 2graded ring, G2 set, sm ash p roduct, m atrix rep resen ta t ion.
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