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K 2f 环 上 格 序 模 的 张 量 积
Ξ

周　　伟
(西南交通大学应用数学系, 成都610031)

摘　要　研究 á
p

1
R i的由R i ( i = 1, 2,⋯, p ) 的序所诱导的序,证明 á

p

1
R i在一定条件下

作成一个有单位元的 f 环,并在有单位元的K 2f 环上的格序模范畴中引入保格R 1 á R 2映射,

进一步定义了张量积,使张量积概念在不同序环的序模范畴得到拓展.
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1　 K 2f 环张量积上的序关系

本文可视为文[4 ] 的继续和深入,因此所用概念及符号可详见[4 ].

引理 1. 1
[ 4 ]　设R i是 K 2格序环, 1≤ i≤ p ,则 á

p

1
R i是 K 2格序环,当R i有单位元时, 1≤

i ≤ p , á
p

1
R i是一个有单位元的 K 2格序环,当R i可换时, 1≤ i≤ p , á

p

1
R i是一个可换 K 2格序

环.

现考虑[4 ] 引理 2. 6证明中的 l2同态 f i: R i á R i→R i,由 (r i1 á r i2) f i = ri1 r i2决定, 1≤ i

≤ p ,于是 r i1 á r i2 ≥ 0当且仅当 r i1 r i2 ≥ 0,因此由R i中的序决定出R i á R i中元素间的关系

“≤”: ri1 á r i2 ≤ r′i1 á r′i2 当且仅当在R i里有 r i1 r i2 ≤ r′i1 r′i2. 于是有

引理 1. 2　设R i是K 2格序环,则R i á R i是以P i = {ri1 á r i2û r i1, r i2∈R i且在R i里有 ri1 ri2

≥ 0}为正锥的 K 2格序环, 1≤ i≤ p.

作为此引理的推广,易见一般地有

定理 1. 3　设R i是 K 2格序环,则 s (s≥ 2) 个R i的张量积 á sR i是以 P s = {r i1 á r i2 á ⋯
á risû r ij ∈R i, j = 1, 2,⋯, s,且在R i里有 r i1 r i2⋯r is ≥ 0}为正锥的 K 2格序环.

现考虑K 2格序环R 1 á R 2上的格结构,为此在R 1 á R 2的元素中定义一个关系“≤”: r1 á
r2 ≤ r′1 á r′2当且仅当在R 1里有 r1≤ r′1且在R 2里有 r2≤ r′2,注意这里的R 1与R 2可以相同,

也可以不相同. 对此关系,有

引理 1. 4　设 R i 是 K 2格序环, i = 1, 2, 则 R 1 á R 2 关于上述定义的其元素间的关系

“≤”作成一个格序环.

证明　首先“≤”是R 1 á R 2 上的一个半序,这由直接验证“≤”的自反性、反对称性与传

递性即得.
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为证R 1 á R 2关于“≤”的正元对乘法封闭,令 r1 á r2, r′1 á r′2∈R 1 á R 2且 r1 á r2≥ 0,

r′1 á r′2≥ 0,则有 (r1 á r2) ü (r′1 á r′2) = [ (r1 á r2) á (r′1 á r′2) ] (f 1 á f 2) = (r1 r′1) á (r2 r′2) ,

因为 r1 á r2 ≥ 0, r′1 á r′2 ≥ 0,则有 r1≥ 0, r2≥ 0且 r′1≥ 0, r′2≥ 0,于是在R i里有 ri r
′
i≥ 0, i

= 1, 2. 因而 (r1 á r2) ü (r′1 á r′2) = (r1 r′1) á (r2 r′2) ≥ 0,因此R 1 á R 2的正元关于乘法封闭.

余下须证 R 1 á R 2关于“≤”作成格,为此设有 r1 á r2, r′1 á r′2∈R 1 á R 2,因为在R i里有

ri ∨ r′i∈R i,且 r i, r′i≤ r i∨ r′i, i = 1, 2,因而就有 r1 á r2, r′1 á r′2≤ (r1∨ r′1) á (r2∨ r′2). 又

设有 r″1 á r″2 ∈R 1 á R 2,使得 r1 á r2, r′1 á r′2 ≤ r″1 á r″2,则在R i里有 r i, r′i ≤ r″i,因而在R i里

就有 ri∨ r′i≤ r″i, i = 1, 2. 于是就有 (r1∨ r′1) á (r2∨ r′2) ≤ r″1 á r″2,所以有 (r1 á r2) ∨ (r′1 á
r′2) = (r1∨ r′1) á (r2∨ r′2) ,因此R 1 á R 2关于“≤”作成格. 又R 1 á R 2的环运算与“≤”的相

容性是明显的,所以R 1 á R 2 是 K 2格序环. 证毕.

现设R i是 K 2f 环, i = 1, 2. 有关格环, f 环的论述可详见文[5 ] 和[6 ]. 下证

定理 1. 5　设R i 是 K 2f 环, i = 1, 2,则R 1 á R 2 是 K 2f 环.

证明　由设R i是 K 2f 环,当然是 K 2格序环, i = 1, 2. 因而由引理 1. 4知R 1 á R 2是 K 2
格序环,为证R 1 á R 2是K 2f 环,设 r1 á r2, r′1 á r′2, r″1 á r″2∈ (R 1 á R 2) + ,须证当 (r′1 á r′2) ∧

(r″1 á r″2) = 0时有[ (r1 á r2) ü (r′1 á r′2) ]∧ (r″1 á r″2) = 0及[ (r′1 á r′2) ü (r1 á r2) ]∧ (r″1 á
r″2) = 0. 因为

　　[ (r1 á r2) ü (r′1 á r′2) ] ∧ (r″1 á r″2) = [ (r1 r′1) á (r2 r′2) ] ∧ (r″1 á r″2)

= [ (r1 r′1) ∧ r″1 ] á [ (r2 r′2) ∧ r″2 ],

而由 (r′1 á r′2) ∧ (r″1 á r″2) = (r′1∧ r″1) á (r′2∧ r″2) = 0及R 1 á R 2中的序关系可知在R 1里

有 r′1 ∧ r″1 = 0且在R 2里有 r′2∧ r″2 = 0;而由设 r1 á r2∈ (R 1 á R 2) +
,则在R 1里有 r1≥ 0且

在R 2里有 r2≥ 0,而R 1与R 2都是 f 环,因而在R 1里有 (r1 r′1) ∧ r″1 = 0且在R 2里有 (r2 r′2) ∧ r″2

= 0,因而在 R 1 á R 2 里就有

　　[ (r1 á r2) ü (r′1 á r′2) ] ∧ (r″1 á r″2) = [ (r1 r′1) ∧ r″1 ] á [ (r2 r′2) ∧ r″2 ] = 0.

同理可证在R 1 á R 2里有[ (r′1 á r′2) ü (r1 á r2) ]∧ (r″1 á r″2 ] = 0,于是R 1 á R 2是 f 环,因而

是 K 2f 环. 证毕.

由此定理及引理 1. 1有

定理 1. 6　设R i是有单位元的K 2f 环, i = 1, 2,则R 1 á R 2是一个有单位元的K 2f 环,当

R i 可换时, i = 1, 2, R 1 á R 2 是可换 K 2f 环.

注　这里的结论是针对这里所规定的序而言的.

对于 p (≥ 2) 个K 2格序环的张量积 á
p

1
R i,同样可由R i ( i = 1, 2,⋯, p ) 上的序来定义 á

p

1
R i

中元素的一个关系“≤”:在 á
p

1
R i中 r1 á r2 á ⋯ á rp ≥ 0当且仅当在R i中有 r i≥ 0, i = 1, 2,

⋯, p. 则由前部分讨论不难得到.

定理 1. 7　设R i是有单位元的 K 2f 环, 1≤ i≤ p ,则 á
p

1
R i是一个有单位元的 K 2f 环,当

R i 可换时, 1≤ i≤ p , á
p

1
R i是可换 K 2f 环.

本节的论述,最终得到一个有单位元的 K 2f 环 á
p

1
R i,这为下节将张量积概念拓广到可以
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是不同的格序环上的格序模范畴作了准备.

2　K 2f 环上格序模的张量积

本节将对 K 2f 环上的格序模定义张量积,由于这里的格序模可以是任意不同的 K 2f 环上

的格序模,而文[2 ] 里的环模可视为平凡序的环模,文[3 ] 里的格群可视为整数环 Z 上的格序

模,因此文[2 ], [ 3 ]的相应结果可视为这里的特例.

2. 1　设M i 是 K 2f 环 R i 上的格序模, i = 1, 2,M 是 K 2f 环 R 1 á R 2 上的格序模, 映射

Υ:M 1 ×M 2 →M 称为保格 R 1 á R 2 映射 ( l2R 1 á R 2 映射) ,如果 Υ满足以下条件:

(1) 对任意 r i1, r i2 ∈R i,m i1,m i2 ∈M i, i = 1, 2有

(r11m 11 + r12m 12, r21m 21 + r22m 22) Υ= ∑
2

s, t= 1

(r1s á r2t) (m 1s,m 2t) Υ;

(2) 对任意m i∈M
+
i , i = 1, 2, (m 1, õ) Υ与 (õ,m 2) Υ都是保格同态 ( l2同态).

2. 2　设M i是K 2f 环R i上的格序模, i = 1, 2, K 2f 环R 1 á R 2上的 f 模 F 称为M 1与M 2

的张量积, 如果存在 l2R 1 á R 2 映射 Υ:M 1 ×M 2 → F 且对于 R 1 á R 2 上的任意 f 模W 与

l2R 1 á R 2 映射 Σ:M 1 ×M 2 →W ,存在唯一的 l2同态 Σ3 : F →W ,使得 ΥΣ3 = Σ.
M 1 与M 2 的张量积记为M 1 á M 2,显然这种张量积如果存在,则必定是唯一的.

为证明M 1 á M 2 的存在性,需要考虑集合M 1 ×M 2 上的自由 f 模,有关半序模上的自由

f 模及集合上的自由 f 模的论述可详见文[7 ], [ 8 ],而有关半序群上的自由 l2群和集合上的自
由 l2群的论述可见文[9 ], [ 10 ]等. 在以下讨论中,我们总假定 K 2f 环R 1与R 2是有单位元的,

因而由定理 1. 7可知R 1 á R 2是有单位元的 K 2f 环,于是由文[7 ]定理 8可知所论集合M 1×

M 2 上的自由 f 模存在.

定理 2. 3　设R i是有单位元的K 2f 环,M i是R i上的格序模, i = 1, 2,则M 1与M 2的张量

积M 1 á M 2 存在且唯一.

证明　由设R i是有单位元的 K 2f 环, i = 1, 2,因而R 1 á R 2是有单位元的 K 2f 环,令 S

= Ý M 1×M 2R 1 á R 2是集合M 1×M 2上的平凡序自由模,且令FM 1×M 2是集合M 1×M 2上的自由

f 模,由[7 ] 定理 8可知 FM 1×M 2 是 K 2f 环R 1 á R 2上的 f 模,令 Ρ:M 1×M 2→ FM 1×M 2 是自然

映射. 现设N 是 FM 1×M 2 的由所有如下形式的元素生成的凸 l2子模:

(1R 1 á 1R 2
) (r11m 11 + r12m 12, r21m 21 + r22m 22) Ρ - ∑

2

s, t= 1

(r1s á r2t) (m 1s,m 2t) Ρ,

这里 rij ∈R i,m ij ∈M i, 1R i
是R i 的单位元, i, j = 1, 2.

(m 1,m 21 ∨m 22) Ρ - (m 1,m 21) Ρ∨ (m 1,m 22) Ρ,

这里m 1 ∈M
+
1 ,m 2j ∈M 2, j = 1, 2.

(m 11 ∨m 12,m 2) Ρ - (m 11,m 2) Ρ∨ (m 12,m 2) Ρ,

这里m 1j ∈M 1, j = 1, 2,m 2 ∈M
+
2 . 令W = FM 1×M 2öN 且令 Υ:M 1 ×M 2 →W ,由 (m 1,m 2) Υ=

(m 1, m 2) Ρ + N 决定,直接可验证Υ是 l2R 1 á R 2映射. 下证M 1与M 2的张量积与 l2R 1 á R 2映

射 (定义 2. 2中的) 就是 (W , Υ).

由 FM 1×M 2 的构造可知 f 模 FM 1×M 2 中的任意元素可以表示为 ∨i ∧j 2 k r1ijk á r2ij k (m 1ijk ,
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m 2ijk ) Ρ的形式,这里 r1ij k∈R 1, r2ijk∈R 2,m 1ijk∈M 1,M 2ijk∈M 2,且 i, j , k分别属于有限集. 现

设W ′是R 1 á R 2上的任意一个 f 模, Σ:M 1×M 2→W ′是 l2R 1 á R 2映射,对任意的 x ∈W ,

有 x = ∨i ∧j 2 k r1ij k á r2ijk (m 1ijk ,m 2ij k ) Ρ + N ,定义 Σ3 :W →W ′,由[∨i ∧j 2 k r1ijk á r2ij k (m 1ijk ,

m 2ijk ) Ρ+ N ]Σ3
= ∨i∧j 2 k r1ijk á r2ij k (m 1ijk ,m 2ijk ) Σ决定. 首先可证这个定义是有意义的,为此设

x , x′∈W , 则 x = ∨i ∧j 2 k r1ijk á r2ij k (m 1ijk ,m 2ijk ) Ρ + N , x′= ∨i′∧j′2 k′r
′
1i′j′k′á r′2i′j′k′(m ′1i′j′k′,

m ′2i′j′k′) Ρ + N . 又设 x = x′,则有

∨j ∧j 2 k r1ij k á r2ijk (m 1ijk ,m 2ij k ) Ρ - ∨i′∧j′2 k′r
′
1i′j′k′á r′2i′j′k′(m ′1i′j′k′,m ′2i′j′k′) Ρ∈N .

由于 Σ是 l2R 1 á R 2 映射,则有

　　∨i∧j 2 k r1ijk á r2ij k (m 1ijk ,m 2ijk ) Σ= ∨i′∧j′2 k′r
′
1i′j′k′á r′2i′j′k′(m ′1i′j′k′,m ′2i′j′k′) Σ,

因此 Σ3 是有意义的,且由Σ3 的定义知它是W →W ′的一个 l2同态并有ΥΣ3 = Σ,因此M 1 á M 2

是存在的,M 1 á M 2 的唯一性是明显的. 证毕.
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Ten sor Products of Lattice Ordered M odules over K 2f R ings
Z hou W ei

(D ep t. of A pp l. M ath. , Southw est J iao tong U niversity, Chengdu 610031)

Abstract

L et R i be K 2f rings, w here K is a comm u ta t ive la t t ice o rdered ring w ith iden t ity. W e dis2

cu ss the o rder induced on á
p

1
R i by the o rig ina l o rder on R i and p rove tha t á

p

1
R i is an f ring w ith

respect to th is o rder. M o reover á
p

i
R i is an f ring w ith iden t ity if R i is an f ring w ith iden t ity,

i = 1, 2,⋯, p . A n l2R 1 á R 2 m ap is in troduced in to the ca tego ry of la t t ice o rdered m odu les

over K 2f rings w here R 1 and R 2 m ay no t equal and the ten so r p roduct of la t t ice o rdered m od2
u les over K 2f rings is defined. W henM i is a la t t ice o rdered m odu le over K 2f ring R iw ith iden2
t ity, i = 1, 2 , w e show tha t the ten so r p roduct ofM 1 andM 2 ex ists un iquely.

Keywords　 K 2f rings, la t t ice2o rdered m odu les, ten so r p roduct.
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