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摘　要　本文给出了剩余交和一般剩余交的几个性质,主要讨论了剩余交的 GCM

性和在形变下的变化情况,并讨论了一般剩余交的 GCM 性, CM 性和可光滑性等.
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引　言

1972年M. A rt in 和M. N agata
[ 1 ]最早引入了剩余交的概念,但他们没有精确地给出定义,

只是粗略地说:若X 是一个代数簇, Y 是X 中的一个闭子概型且包含在另一个闭子概型 Z 中,

则 Y 在 Z 中的剩余交是一个闭子概型W ,使得W ∪Y = Z. 即是说:设W 和 Y 是N oether概型

Z 的两个不可约的闭子概型,且Codim Z (Y )≤Codim Z (W ) = s,W ⁄ Y ,如果定义W ∪Y 作为 Z

的子概型所需要的方程的个数是最小的可能,即为 s,则称W 为 Y 的剩余交. 然而为了包含有

W 和 Y 是可约的,且 Y 可能含有W 的某个分支的情况, 1988年, H uneke和U lrich
[ 5 ]给出了下

面的更一般的精确定义.

定义　设 I是N oether环R 的理想, s≥h t ( I ) ,A = (a1,⋯, a s) < I ,但A ≠ I ,设J = A ÷ I ,

若 h t (J ) ≥ s, 则称 J 是 I 的一个 (对于A 的) s2剩余交, 如果还有对每个 p ∈V ( I ) = {p ∈

Spec (R ) : I Α p }且 h t (p ) ≤ s,有 I p = A p ,则称 J 是 I 的一个几何 s2剩余交.

A rt in 和N agata
[ 1 ]

, H uneke和U lrich
[ 5 ], [ 7 ]

, H erzog, V asconcelo s和V illa rrea l
[ 3 ]等研究了

剩余交,特别是研究了剩余交的 CM 性. 郭元春和田青春[ 2 ]研究了几何 h t ( I ) 2剩余交的 GCM

性质. 本文的第一节将推广[2 ]的结果,给出一个任意几何 s2剩余交是 GCM 的判别准则,并利

用该准则,讨论B low ing2up 环的 GCM 性.

1988年和1990年, H uneke 和U lrich
[ 5 ], [ 7 ]为了解决具体问题,建立了一般剩余交理论,并

研究了它们的性质;应用一般剩余交,也得到了一些优美的结果. 本文第二节,给出了剩余交及

一般剩余交的几个性质. 主要讨论了剩余交在形变下的变化情况,讨论了一般剩余交的可光滑

性, CM 性, GCM 性等一些性质.

§1　SGCM 概型与剩余交
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本文研究N oether CM 概型 X 中闭子概型的 SGCM 性. 这是一个局部性质,对局部环描

述. 设 X = Spec (R ) ,其中 R 是CM 局部环,并设 Y = V ( I ) ( I = I (Y ) ) ,称 Y 在 X 中是 SGCM

的,如果 I = I (Y )是R 的 SGCM 理想. (SGCM 的定义参见[2 ]或[12 ]).

若 X 是一N oether CM 概型, Y 是任一闭子概型,称 Y 在 X 中是 SGCM 的,是指上述事

实对每个 y∈Y 是局部的.

“Y 在X 中的 SGCM 性”有几个很好的几何性质:首先此性质不依赖于Q Y , y在Q X , y中定义

理想的生成元的选择; 其次,郭元春和田青春[ 2 ]证明了: 若 X = Spec (k [X 1,⋯, X n ]) , X ′= Spec

(k [Y 1,⋯, Y m ]) ,其中 k 是域, Y 既嵌入于 X ,又嵌入于 X ′,则 Y 在 X 中是 SGCM 的当且仅当

Y 在X ′中是 SGCM 的,并且 SGCM 概型有很强的剩余交性质.

例如　SCM 概型都是 SGCM 的,因此 SGCM 概型的类是很大的. 又如在[12 ]中,证明了:

在CM 局部环中,几乎完全交的 GCM 理想是 SGCM 的.

本节讨论的主要问题是: I 应具有什么样的条件,才能保证 s2剩余交 J = A ÷ I 是 GCM 的?

为此,郭元春和田青春[ 2 ]对于几何 h t ( I ) 2剩余交这种特殊情况,得到了如下结果.

命题1　设 X = Spec (R ) ,其中 R 是CM 局部环, Y = V ( I )是 X 的 SGCM 闭子概型,且满

足G s条件,设 a1,⋯, ag 是 I 中的极大正则列,使得 (a1,⋯, ag ) p = I p 对所有满足 h t (p )≤s的 p

∈Y 成立. 令 Z = V (J ) ,其中 J = (a1,⋯, ag ) : I ,并设Codim (Z )≥s,W = V ( (a1,⋯, ag ) ) ,则有:

(1)　Z 是 GCM 的,且Codim (Z ) = g ;

(2)　W = Z∪Y ;

(3)　Z∩Y 是 SGCM 的;

(4)　dep th (R ö(a1,⋯, ag ) )≥dim (R ) - g.

命题2　设 R 是CM 局部环, I 是 R 的 SGCM 理想,假设 a1,⋯, ag 是 I 中的极大正则列,

并设 J = (a1,⋯, ag ) : I ,若

(1)　I∩J = (a1,⋯, ag ) ;

(2)　h t ( I + J )≥g + 1,

则 Iλ是 Rϖ的 SGCM 理想,其中“—”表示 R 到 Rϖ= R öJ 的自然同态.

本节主要是推广上述结果,给出任意几何 s2剩余交是 GCM 的准则 (其中 s≥h t ( I )是任意

的).

定理1. 1　 设 Y = V ( I ) 是 CM 局部概型 X = Spec (R ) 的一个 SGCM 闭子概型, g =

Codim X (Y ). 假设 Y 满足G s条件 (s≥ g ) ,设J 是 I 对于A = (a1,⋯, a s) 的几何 s2剩余交, Z =

V (J ) ,W = V (A ) ,则有

(1)　Z 是 GCM 的,且Codim X (Z ) = s;

(2)　Z∪Y = W ;

(3)　Z∩Y 在 Z 中是 SGCM 的;

(4)　dep th (R öA )≥dim (R ) - s.

证明　对 s用归纳法.

当 s= g 时,即为命题1.

设 s> g ,并假设此定理对小于 s的值是成立的. 下面证明定理对 s时是成立的.
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由[1 ]中引理2. 3可知,当 s> g 时,A 的生成元 a1,⋯, a s可如此选取,使得对于每个满足

条件 h t (p )≤s- 1的 p∈V ( I ) ,有

(a1,⋯, a s- 1) p = I p ,

进而 h t ( (a1,⋯, as- 1) : I )≥s- 1.

设 J 1= (a1,⋯, as- 1) : I. 由归纳假设有:

(1)　R öJ 1是 GCM 的, h t (J 1) = s- 1;

(2)　J 1∩I = (a1,⋯, as- 1) ;

(3)　 ( I + J 1) öJ 1是 SGCM 的;

(4)　dep th (R ö(a1,⋯, as- 1) )≥dim (R ) - s+ 1.

以“—”表示 R 到Rϖ= R öJ 1的自然同态,设 J
3

= (J 1, as) : I. 首先证明: J
3

= J = (A ÷ I ) ,其

中A = (a1,⋯, as).

由于 J I Α (a1,⋯, as) Α (J 1, as) ,从而有 J Α J
3 . 欲证 J

3 Α J ,只须证明 J
3

I Α A .

由定义 J
3

I Α (J 1, a s) ,且 J
3

I Α (J 1, as)∩I ,又因为 (J 1, as)∩I = A ,因此 J
3

I Α A . 故有

J
3

= J .

下面证明 h t (J 1, as) = s.

若不然,由于 h t (J 1, a s) = m in{h t (Η) : Η∈V ( (J 1, as) ) },则存在 Η∈V ( (J 1, as) ) ,使得

h t (Η) = s- 1.

由 IJ Α A Α (J 1, as) Α Η,可知或有 I Α Η,或有 J Α Η. 由于对每个满足条件 h t (p )≤s- 1的 p∈

V ( I ) ,有 (a1,⋯, a s- 1) p = I p ,则 I ¾Η,从而 J Α Η. 由于 h t (J )≥s,这样 h t (J 1, as) = s.

由于 h t (J 1) = s- 1, R 是CM 局部环,因而 aλs是Rϖ= R öJ 1的一个非零因子.

由归纳假设 Iλ= ( I + J 1) öJ 1是 SGCM 的,再由命题1中 (1)可知 Jθ3
= (aλs÷ Iλ)是 GCM 的. 由

于RϖöJθ3 ≌R öJ
3

= R öJ ,因而 J 是 GCM 的. 这样就证明了 (1).

下面证明 (2). 首先证明 h t ( I + J )≥s+ 1.

由假设对所有满足 h t (p )≤s的 p∈V ( I ) , A p = I p ,可知这是显然的.

由于 (J 1, as)∩I = A ,因而证明 I∩J = A ,只须证明 I∩J Α (J 1, as).

由 h t ( I + J )≥s+ 1, h t (J 1, a s) = s,便知 I + J ¾ (J 1, a s). 由于 J = J
3

= (J 1, a s) : I ,有 IJ <
(J 1, as) ,因而 I∩J Α (J 1, as). 故 I∩J = A .

(3)　对理想 Iλ和 Jθ3
= J = (aλs÷ Iλ)利用命题2,需要证明

(a)　Iλ∩Jθ= (aλs) ,　　 (b)　h t ( Iλ+ Jθ)≥2.

在前面的证明中,已证明了这两个条件是成立的,因此 ( Iλ+ Jθ) öJθ 是 SGCM 的,由 J 1< J ,

故 ( I + J ) öJ 是 R öJ 的 SGCM 理想.

(4)的证明同[4 ]定理3. 14的证明,略去. □

注　概型 Z 叫做W 在 Y 中的 s2剩余交. 当W 在 Y 中是完全交的闭子概型,此定理即是

郭、田证明的前命题1,因此定理1. 1可以看成是郭、田结果的推广.

实际上,讨论 h t ( I ) 2剩余交的 GCM 性,无须命题1中那么强的条件,我们在[ 12 ]中证明了

下面的结果.

定理1. 2　设R 是CM 局部环, I 是R 的 GCM 理想,则 I 的 h t ( I ) 2剩余交是 GCM 的.
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作为定理1. 1的应用,可以证明 SGCM 子概型 Y 的剩余交概型与 Y 的B low ing2up (在

适当的条件下)是同构的. 为此先给出一些事实和背景.

考虑的B low ing2up 环是指理想的R ees代数和对称代数,以及它们的纤维.

设R 是可换的N oether 环, I 是 R 的理想, I 的 R ees 代数为 R ( I ) = Ý
n≥0

I
n , 其背景是:

Spec (R ( I ) ) 是簇 Spec (R ) 沿子簇V ( I ) 的B low ing2up.

I 的对称代数 Sym ( I )也表示一种B low ing2up ,但结构比较松散.

存在典型满射 Α: Sym ( I )→R ( I ) ,由此可得到 Sym ( I )的纤维 Sym ( I öI
2)到 R ( I )的纤维

GrI (R ) = Ý
n≥0

I
nöI

n+ 1的满射

Α3
: Sym ( I öI

2) = Sym ( I ) á R öI→Gr I (R ) = R ( I ) á R öI.

G. V alla
[ 11 ]证明了: Α3 是同构当且仅当 Α是同构. N. V. T rung

[ 10 ]得到: 当 I 是N oether局

部环R 的理想时, R 和R ( I )是 GCM 的当且仅当 GrI (R )是 GCM 的.

利用定理1. 1,并把 I 的R ees代数看做 I 的剩余交,来讨论B low ing2up 环的 GCM 性.

定理1. 3　设 I 是CM 局部环 R 的理想,使得 Y = V ( I )是 X = Spec (R )中的 SGCM 闭子

概型且满足G∞条件,则:

(1)　Sym ( I )≌R ( I ) ;

(2)　R ( I )是 GCM 的;

(3)　Sym ( I öI
2)≌Gr I (R ) ;

(4)　Gr I (R )是GCM 的.

证明　 设 T = Spec (R [ I t, t
- 1 ]) , G = Spec (Gr I (R ) ) , 则 G = V ( t

- 1) Α T. 设 S =

Spec (Sym ( I ) ) ,W = Spec (R [T 1,⋯, T n ,V ]) ,其中 n = Λ( I ) ,则S 是由方程V ,∑
n

i= 1
biT i (其中 bi

满足∑
n

i= 1
bia i = 0, I = (a1,⋯, an) 是 I 的极小生成集) 的零点生成的W 的一个闭子概型.

设 T′= Spec (R [T 1,⋯, T n ,V ]öJ ) ,其中J 是由方程∑
n

i= 1
biT i (∑

n

i= 1
bia i = 0) 和方程V T i - a i

生成的理想.

满射: R [T 1,⋯, T n ,V ]öJ →R [ I t, t
- 1

] → 0.

Tϖiû → a i t,　　Vϖû → t
- 1,

给出 T 到 T′的一个闭浸入.

设 Y′= Spec (R [T 1,⋯, T n , V ]ö( I ,V ) ) = V ( ( I , V ) ) ,因为 Y 在 X 中是 SGCM 的,且满足

G∞,易知 Y′在W 中也是 SGCM 的,且满足G∞.

由于 Y 满足G∞且Codim (Y )≥1,根据[4 ]中命题4. 3可知, T′是 Y′的剩余交. 由定理1. 1,

则 T′是 GCM 的. 进而 ( I ,V ) = I (Y′)不包含在 I (T′) = J 的零因子中,因而 J : ( I ,V ) = J .

设A = I (T ) , A Α R [T 1,⋯, T n ,V ],易知A 是由方程V T i- a i 和系数在R 中的使得 F (a1,

⋯, an) = 0的所有齐次多项式 F (T 1,⋯, T n)生成的. 特别地,若 degF = d ,则

( I ,V ) d
F (T 1,⋯, T n) Α (V T i- a i) ,

从而存在一个整数m > 0,使得
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A = ( (V T i- a i) ÷ ( I ,V )m ).

此时有A = (J : ( I ,V )m - 1) = J ,从而 T = T′是 GCM 的.

由于在 T′中有 Spec (Sym ( I öI
2) ) = V (V ) ,在 T 中有 Spec (GrI (R ) ) = V (V ) ,故 (3)、(4)成

立.

由前述事实,便知 (1)、(2)成立. 证毕.

§2　一般剩余交的几个性质

本节给出一般剩余交的几个性质,这些结果证明比较简单,但结论是很有意义的. 为此,先

给出一般剩余交的定义.

定义　设 R 是N oether环, I = R 时, s≥1,或 I≠0是 R 的理想,满足 G s+ 1条件,其中 s≥

m ax{1, h t ( I ) },设 f
-

= f 1,⋯, f n 是 I 的一组生成元, X 是一个一般 s×n 矩阵 (generic m atrix) ,

令 (a- ) t
= X (f- ) t

,其中“t”表示转置,则称R I (s; f
-

) = (a- )R [X ]: IR [X ]为 I 对于生成元列 f
-
的一

般 s2剩余交.

首先讨论剩余交在形变下的变化情况.

引理2. 1　设 I 是CM 局部环 R 的 SCM 理想且满足G∞条件,并设 (S , J )是 (R , I )的一个

形变,则

(1)　S 是CM 环;

(2)　若 R 是 Go ren stein 的,则 S 亦然;

(3)　J 也满足G∞条件;

(4)　J 也是 SCM 的.

证明　 (1)　由形变的定义和[9 ]中练习17. 4易证.

(2)　由[9 ]中练习18. 1的结论易知.

(3)、(4)参见[7 ]中引理2. 1的证明.

定理2. 2　设 R 是 Go ren stein 局部环, I 是 R 的 SCM 理想且满足 G∞条件, 设 (S , J )是

(R , I )的一个形变,若 Iλ是 I 在R 中的一个 s2剩余交,则存在J 在S 中的一个 s2剩余交Jθ,使得

(S , Jθ)是 (R , Iλ)的一个形变.

证明　由引理2. 1可知 S 是 Go ren stein 局部环,且 J 也是 SCM 且满足G∞条件,假设

(S ö(a- ) , (J , a- ) ö(a- ) )≌ (R , I ) ,

其中 a- < S , a- = a1,⋯, an 是正则 S , S öJ 一列.

设 grade ( I ) = g = grade (J ) , s≥g ,设A = (f 1,⋯, f s) < I , Iλ= A ÷ I 是 I 的 s2剩余交,令 f i=

g i+ (a- ) , 1≤i≤s,其中 g i∈J . 设B = (g 1,⋯, g s) ,则B < J . 令 Jθ= B ÷J ,则 h t (J )≥s,从而 Jθ 是

J 的一个 s2剩余交. 且

Jθö(a- ) = (B ÷J ) ö(a- ) = B ö(a- ) ÷ (J , a- ) ö(a- ) = (A ÷ I ) = Iλ,

因而 (S , Jθ)是 (R , Iλ)的一个形变.

下面给出理想 I 是 SGCM 且满足G s+ 1条件时,其一般剩余交的几个性质.

定理2. 3　设 I 是CM 局部环 R 的 SGCM 理想且满足G s+ 1条件, s≥h t ( I ) = g > 0,设 J =
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R I (s; I ) = a- S ÷ IS < S = R [X ]是 I 的一个一般 s2剩余交,则

(1)　J 是 IS 的一个几何 s2剩余交;

(2)　若 q∈V (J ) < Spec (S ) ,则 dep th (S qöa- S q) = d im (S q) - s;

(3)　S öJ 是 GCM ,且 h t (J ) = s;

(4)　IS∩J = a- S ;

(5)　IS öa- S 是秩为1的 GCM S öJ 2模.

证明　由[5 ]中引理2. 6可知 (1)成立. 由定理1. 1 (4)可知 (2)成立. 根据同构定理有

( IS + J ) öJ≌IS ö( IS∩J ).

故由定理1. 1可知 (3)、(4)、(5)成立.

对于一般剩余交的可光滑性,有

定理2. 4　设R 是正则局部环, I 是R 的 SCM 完全理想, s≥g = grad ( I )≥1, k > 0,假设对

每个满足 h t (p )≤s+ k 的 p∈V ( I ) , Λ( I p )≤m ax{g , h t (p ) - k }. J = R I (s; I ) < S = R [X ]是 I

的一般 s2剩余交,则 (S , J )是余维数 l= m in{k , s- g + 3}可光滑的,且 (S , IS + J )是余维数 l- 1

可光滑的.

证明　由[ 7 ]中定理2. 4 (a)可知, J 满足 (C I l) , IS + J 满足 (C I l- 1). 再由[ 6 ]中定理3. 10,

即知此定理成立.

当理想 I 有 Slid ing dep th 时
[ 3 ]

,其一般剩余交的CM 性,可用前法证明,即有

定理2. 5　设 R 是CM 局部环,理想 I 有 Slid ing dep th,且满足G s+ 1条件, s≥h t ( I ) = g >

0,设 J = R I (s; I ) = a- S : IS < S = R [X ]是 I 的一般 s2剩余交,则有

(1)　J 是 IS 的一个几何 s2剩余交;

(2)　S öJ 是CM 的,且 h t (J ) = s;

(3)　若 Η∈V (J ) < Spec (S ) ,则 dep th (S Ηöa- S Η) = d im (S Η) - s;

(4)　IS öa- S 是秩为1的CM S öJ 2模;

(5)　IS∩J = a- S.

定理2. 6　设R 是CM 局部环, I 是R 的有 Slid ing dep th 的理想且满足G∞条件,则

(1)　Sym ( I )≌R ( I )是CM 的;

(2)　Sym ( I öI
2)≌Gr I (R )是CM 的.
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Abstract

T h is paper g ives som e p ropert ies of the residua l in tersect ion s and the generic residua l in2
tersect ion s, d iscu ss the genera lized Cohen2M acau layness and its change under defo rm at ion s.

W e also d iscu ss the genera lized Cohen2M acau layness, Cohen2M acau layness and sm oo thab ili2
ty of the generic resdual in tersect ion s.

Keywords　residua l in tersect ion, generic residua l in tersect ion, Cohen2M acau layness, gener2
a lized Cohen2M acau layness, sm oo thab ility.
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