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扭转映射的一个不动点定理
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摘　要　本文利用集连通理论,给出了非保面积的扭转映射至少有两个不动点的一

个新定理.
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[1 ]推广的 Po incaré2B irkhoff不动点定理,在非线性D uffing 方程调和解及次调和解个数

问题研究中,有着十分广泛而深刻的应用,参见[2, 3 ]及[4 ]. 这个定理要求扭转映射为保面积

同胚. 当扭转映射为非保面积映射时,文[1 ]给出了扭转映射至少有一个不动点的一组充分条

件. 本文将利用文[5 ]、[6 ]中的集连通理论,给出非保面积的扭转映射至少有两个不动点的一

个新定理.

命 ( r, Η)为平面 R
2上的一个极坐标系, 0为其极点. 用A 表示 R

2上的一个给定的圆环域:

R 1≤r≤R 2 (0< R 1< R 2).

定义　一个映射 T : A →R
2ø{0}称为“扭转”的,如果它可以表示为

r
3

= f (r, Η) ,　Η3
= Η+ g (r, Η) , (1)

其中 f 和 g 在A 上连续,对于 Η是2Π周期的,并且满足以下的“扭转条件”:

g (R 1, Η) õ g (R 2, Η) < 0, (2)

这里 (r
3 , Η3 )表示 ( r, Η)在映射 T 下的象点.

定理1　设 F : A →R
2ø{0}连续且为扭转映射,如果存在 Η1, Η2∈[0, 2Π) , Η1< Η2,使

[ r - f (r, Η1) ] [ r - f (r, Η2) ] < 0 (3)

对任 r∈[R 1, R 2 ]成立,则 F 在A 中至少有两个不动点.

为了给出证明,需要如下引理[ 5, Th. 0 ]

引理　设C 为Banach 空间 X 中的一个有界闭凸集, K : [Α, Β]×C→C , Α< Β,是一个紧映

象,则集合

S Α, Β = { (s, x ) ∈ [Α, Β] ×C ûK (s, x ) = x }

中包含一条连结{Α}×C 与{Β}×C 的连通分支C Α, Β.

定理1的证明　由于 F 在A 上是扭转的,故 F 在A 上可以表示为

r
3

= f (r, Η) ,　Η3
= Η+ g (r, Η) , (4)
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其中 f 和 g 连续,对 Η是2Π周期的,且满足

g (R 1, Η) õ g (R 2, Η) < 0. (5)

为了确定起见,不妨假定

g (R 1, Η) > 0, g (R 2, Η) < 0, (6)

记

J = { (Η, r) ∈ [Η1, Η1 + 2Π] × [R 1, R 2 ]ûg (r, Η) = 0}, (7)

则有如下事实:

如果 (Η0, r0)∈J 满足 r0= f (r0, Η0) ,则 (r0, Η0)为 F 在A 上的不动点.

下证 f 在 J 上至少有两个不动点. 为此取常数 d = R 2+ m ax
Η∈[ 0, 2Π]
R 1≤r≤R 2

ûg (r, Η) û ,定义

gδ: [ - d , d ] × [Η1, Η1 + 2Π] → [ - d , d ],

gδ(r, Η) =

g (R 2, Η) , R 2 < r≤ d , Η1 ≤ Η≤ Η1 + 2Π,

g (r, Η) , R 1 ≤ r≤R 2, Η1 ≤ Η≤ Η1 + 2Π,

g (R 1, Η) , - d ≤ r < R 1, Η1 ≤ Η≤ Η1 + 2Π.
作

K : [Η1, Η1 + 2Π] × [ - d , d ] → [ - d , d ],

K (Η, r) = gδ(r, Η) - r.

则 K 为紧映象. 据引理,集合

　　　　　　　S Η1, Η1+ 2Π= { (Η, r)∈[Η1, Η1+ 2Π]×[ - d , d ]ûK (Η, r) = r}

= { (Η, r)∈[Η1, Η1+ 2Π]×[ - d , d ]ûgδ(Η, r) = 0}

中含有一条连结{Η1}× [ - d , d ]与{Η1 + 2Π}× [ - d , d ]的连通分支 C Η1, Η1+ 2Π. 由 gδ, J 的定义及

(6)知

S Η1, Η1+ 2Π = J , (8)

从而C Η1, Η1+ 2Π< J < [Η1, Η1+ 2Π]×[R 1, R 2 ],即 C Η1, Η1+ 2Π亦为集合 J 中所包含的连结{Η1}×[R 1,

R 2 ]与{Η2}×[R 1, R 2 ]的连通分支.

令

C Η1, Η2 = { (Η, r) ∈C Η1, Η1+ 2ΠûΗ1 ≤ Η≤ Η2},

则 C Η1, Η2为 J 中连结{Η1}×[R 1, R 2 ]与{Η2}×[R 1, R 2 ]的连通集. 由连通集上连续函数的介值性

( [ 7,推论8. 8 ]) , f 的连续性及条件 (3)推知: 存在 (Ηλ, rλ)∈C Η1, Η2 < J ,使 f (rλ, Ηλ) = rλ. 进一步由条
件 (3)推知 (Ηλ, rλ)∈ ( (Η1, Η2)×[R 1, R 2 ])∩J .

同理,令

C Η2, Η1+ 2Π = { (Η, r) ∈C Η1, Η1+ 2ΠûΗ2 ≤ Η≤ Η1 + 2Π},

则 C Η2, Η2+ 2Π为 J 中连结{Η2}×[R 1, R 2 ]与{Η1+ 2Π}×[R 1, R 2 ]的连通集,由条件 (3)及连通集上

连续函数的介值性[ 7,推论8. 8 ]可知,存在 (Ηυ, rυ)∈C Η2, Η1+ 2Π< J ,使 f (rυ, Ηυ) = rυ. 由 (3) , (Ηυ, rυ)∈ (Η2, Η1

+ 2Π)×[R 1, R 2 ]∩J .

由于 Η1< Ηλ< Η2,而 Η2< Ηυ< Η1+ 2Π,因此证得 F 在A 中至少有两个不动点 (rλ, Ηλ)和 ( rυ, Ηυ).

例　取A = { (r, Η) û1< r< 3}, T : A →R
2ø{0}, T (r, Η) = {f (r, Η) , Η+ g (r, Η) },其中 f ( r, Η)
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= r+
1
2 sinΗ, g (r, Η) = r- 2,则 T 为连续的扭转映射. 由于 r- f (r,

Π
2

) < 0, r- f (r,
3Π
2

) > 0,

故定理的全部条件均满足.
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Abstract

By the techn ique of connected set, w e p rove tha t a class of con t inuou s m ap s, w h ich are

no t necessarily an area2p reserving hom om o rph ism , has a t least tw o fixed po in ts.

Keywords　Po incaré2B irkhoff theo rem , tw ist m ap , connected set.

—454—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.


