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两参数齐次独立增量过程在原点的局部性质
Ξ

李　应　求
(长沙电力学院应用数学研究所, 长沙410077)

摘　要　A dler曾经给出了两参数独立增量过程的特征函数的一般形式. 本文对齐次

情形给出了更具体的表达式,引进了累积量的概念. 在此基础上,研究了比值X (s, t) öst在原点

的分布,单调过程在原点的局部性质以及任意过程在原点的局部增长. 由此得到了B row n 单

和不包含高斯分量的过程在原点的局部增长.
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1　引　言

设R
2
+ = { (s, t) : s≥0, t≥0},对任意 z i= (si, t i)∈R

2
+ , z 1≤z 2和 z 1< z 2均表示 z 1, z 2的分量有

相应的关系. 如 z 1< z 2,称 (z 1, z 2 ]= {z : z 1< z≤z 2}为矩形. 设 X = {X (z ) : z∈R
2
+ }是完备概率

空间 (8 , F , P )上的两参数随机过程. 称 X (z 1, z 2 ]= X (z 1) - X (s1, t2) - X (s2, t1) + X (z 2)为 X

在矩形 (z 1, z 2 ]上的增量.

定义1　称随机连续的零初值过程X = {X (z ) : z ∈R
2
+ }为两参数齐次独立增量过程,如

果

1)　对任意有限多个互不相交的矩形A 1,A 2,⋯,A n ,诸X (A i) , 1≤ i≤ n ,相互独立;

2)　对任意 z ∈R
2
+ 及矩形A 都有X (A ) 和X (A + z ) 同分布,其中A + z = {x + z : x

∈A }.

除特别说明外,本文恒设 X 为两参数齐次独立增量过程.

2　特征函数的一般形式

定理 1　X 的特征函数 Υ(z , Κ) = E {exp [ iΚx (z ) ]}具有形式: Υ(z , Κ) = exp [stk (Κ) ], z =

(s, t) ∈ R
2
+ , 其中 k (Κ) = iaΚ - bΚ2ö2 +∫

+ ∞

- ∞
[exp ( iΚx ) - 1 - iΚx ö(1 + x 2) ] (1 +

x 2) öx 2N (d x ) , a , b为常数,N (d x ) 为有限正Bo rel测度.

证明　设 k (z , Κ) = lnE {exp [ iΚX (z ) ]},由[2 ]中定理 3. 1知 k (z , Κ) = ia (z ) Κ- b (z ) Κ2ö2
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+∫
+ ∞

- ∞
[exp ( iΚx ) - 1 - iΚx ö(1 + x 2) ] (1 + x 2) öx 2N (z , d x ) ,由X 的增量的独立性与齐次

性有

k (s + u , t + v , Κ) = k (s, t, Κ) + k (s, v , Κ) + k (u , t, Κ) + k (u , v , Κ) ,

于是

a (s + u , t + v ) = a (s, t) + a (s, v ) + a (u , t) ) + a (u , v ) ,

b (s + u , t + v ) = b (s, t) + b (s, v ) + b (u , t) + b (u , v ) ,

N (s + u , t + v ,A ) = N (s, t,A ) + N (s, v ,A ) + N (u , t,A ) + N (u , v ,A ) ,

由此得 a (s, t) = ast, b (s, t) = bst,N (s, t,A ) = N (A ) st,其中 a = a (1, 1) , b = b (1, 1) ,N (A )

= N (1, 1,A ).

定义2　称 k (Κ)为X 的累积量, a 为移动系数, b为扩散系数,N 为谱测度.

3　比值 X (s, t) öst的分布

下面我们讨论当 s↓0, t↓0时,比值X (s, t) öst的分布.

定理2　如果X 的变差有界,其累积量为

k (Κ) = iaΚ+∫
+ ∞

- ∞
[exp ( iΚx ) - 1 ]N (d x ) , (1)

则 P ( lim
s↓0, t↓0

X (s, t) öst= a) = 1.

证明　对每个 ∆ > 0,以 (1) 中 k (Κ) 为累积量的过程X 可表示为: X (s, t) = ast + X + (s,

t, ∆) + X - (s, t, ∆) + Γ(s, t, ∆) ,其中X + (s, t, ∆) = X (0, ∆) (s, t) , X - (s, t, ∆) = X (- ∆, 0) (s, t) 是独

立增量过程,其累积量分别为∫
∆

0
[exp ( iΚx ) - 1 ]N (d x ) 和∫

0

- ∆
[exp ( iΚx ) - 1 ]N (d x ) (见[2 ]).

而 Γ(s, t, ∆) = X (- ∞, - ∆)∪ (∆,∞) (s, t) ,对所有 ∆> 0和充分小的 s, t有 Γ(s, t, ∆) = 0. 因此,为证定

理结论, 只需证明通过选择 ∆ > 0, 可使 lim
s↓0, t↓0

X (s, t, ∆) öst 任意地小, 其中 X (s, t, ∆) =

X + (s, t, ∆) - X - (s, t, ∆). 令 Ν(m , n) = 2
m + n

X (2- m , 2- n , ∆) ,由于对充分小的 s, t > 0,总存在

m , n 使得 2- (m + 1) < s≤ 2- m , 2- (n+ 1) < t≤ 2- n ,且X (3 , 3 , ∆) 是单增过程, 于是有

X (s, t, ∆) öst≤X (2- m , 2- n , ∆) öst≤ 4X (2- m , 2- n , ∆) ö2- m - n ,

lim
s↓0, t↓0

X (s, t, ∆) öst≤ 4 lim
m→∞, n→∞

Ν(m , n).

由于

　E [Ν( (m , n) , (m + 1, n+ 1) ]ûF
3
m n ]

= E {[Ν(m + 1, n+ 1) + 2m + n+ 2
X (2- m - 1, 2- n , ∆) - 2m + n+ 2

X (2- m - 1, 2- n- 1, ∆) ]ö2- Ν(m + 1, n)

　- [Ν(m , n+ 1) + 2m + n+ 1
X (2- m , 2- n , ∆) - 2m + n+ 1

X (2- m , 2- n- 1, ∆) ]ö2+ Ν(m , n) ûF
3
m n ]= 0,

其中 F
3
m n = Ρ(Ν(k , 1) : k ≤m 或 l≤ n) ,所以{Ν(m , n) }是两参数强鞅,用两参数鞅理论知存在

　Ν(∞) = lim
m→∞, n→∞

Ν(m , n) , E [Ν(∞) ]≤ E [Ν(1, 1) ] = 4E [X (1ö2, 1ö2, ∆) ] =∫
∆

- ∆
ûx ûN (d x ) ,

于是

E lim
s↓0, t↓0

X (s, t, ∆) öst≤ 4∫
∆

- ∆
ûx ûN (d x ). (2)
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由 ∆> 0的任意性及 (2)即可得证定理结论.

4　单调过程的局部性质

定理3　设 X 的累积量为 k (Κ) =∫
∞

0
[exp ( iΚx ) - 1 ]N (d x ) ,函数 g (x ) 对 x ≥ 0定义,

g (0) = 0,当 x > 0时 g (x ) > 0,而且 g (x ) 连续,单调,并满足 g (x + y ) ≤ g (x ) + g (y ) ,

∫
∞

0
g (x )N (d x ) = ∞,则 P { lim

s↓0, t↓0
g [X (s, t) ]öst = ∞} = 1.

证明　令M (x ) =∫
∞

x
N (d x ) ,设 d (m , n) 满足 g [d (m , n) ] = 2- (m + n)

g (1) , 由[1 ]中定理

4. 3. 2的证明知

∑
∞

m = 1
∑
∞

n= 1
M [d (m , n) ]ö2m + n = ∞. (3)

令A (m , n) = {Ξ: X ( (2- (m + 1) , 2- (n+ 1) ) , (2
- m

, 2
- n) ]> d (m , n) },则

P [A (m , n) ]= 1- exp {- M [d (m , n) ]ö2m + n+ 2}.

由于事件A (m , n)相互独立,且由 (3)

∑
∞

m = 1
∑
∞

n= 1

[A (m , n) ] = ∑
∞

m = 1
∑
∞

n= 1

{1 - exp {- M [d (m , n) ]ö2m + n+ 2} = ∞.

因此事件A (m , n)有无穷多个出现. 如果A (m , n )出现,则 X (2- m , 2- n ) > d (m , n ) , g [X (2- m ,

2- n) ]> 2- (m + n)
g (1). 因此 lim

m→∞, n→∞
2m + n

g [X (2- m , 2- n) ]> g (1) > 0,类似于[ 1 ]中定理4. 3. 2的证

明易得 lim
s↓0, t↓0

g [X (s, t) ]öst≥ lim
m→∞, n→∞

2m + n
g [X (2- m , 2- n) ]= ∞.

5　任意过程的局部增长

本节给出的定理4可用来估计任意过程的局部增长.

定理4　设 Υ(z ) , (0, 0)≤z≤ (1, 1) ,是零初值连续递增非负函数,满足

i)　 lim
u↓1, v↓1

sup
s, t

ûΥ(us, v t) öΥ(s, t) - 1û = 0;

ii)　对任意 Ε> 0,存在 Α(Ε) > 0,使 P [X (z ) < - ΕΥ(z ) ] ≤ 1 - Α(Ε) ;

1)　如果∫
1

0∫
1

0
{P [X (s, t) > Υ(s, t) ]öst}d sd t < ∞,则 P [ lim

s↓0, t↓0
X (s, t) öΥ(s, t) ≤ 1} = 1;

2)　如果∫
1

0∫
1

0
{P [X (s, t) > Υ(s, t) ]öst}d sd t = ∞,则 P [ lim

s↓0, t↓0
X (s, t) öΥ(s, t) ≥ 1} = 1.

证明　由[1 ] 中引理 4. 3. 2, X 的可分性及 ii) ,对 a < 1有

P [ sup
0≤s≤am , 0≤t≤an

X (s, t) > (1 + 2Ε) Υ(am , an) ] ≤ P [X (u , v ) > (1 + Ε) Υ(am , an) ]öΑ(Ε) ,

其中 am < u < am - 1, an < v < an- 1. 由 i) ,当 a取离 1充分近的值时, (1 + Ε) Υ(am , an) > Υ(am - 1,

an- 1) ,于是有

∑
∞

m = 1
∑
∞

n= 1
P [ sup

0≤s≤am , 0≤t≤an
X (s, t) > (1 + 2Ε) Υ(am , an) ]
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　≤∑
∞

m = 1
∑
∞

n= 1
{∫

am - 1

am∫
an- 1

an
P [X (s, t) > Υ(s, t) ]östd sd t}ö[Α(Ε) (1 - a) 2 ]

　≤ {∫
1

0∫
1

0
P [X (s, t) > Υ(s, t) ]östd sd t}ö[Α(Ε) (1 - a) 2 ] < ∞.

由Bo rel2can tel引理,以概率1从某个m , n 起对所有满足条件 a
m + 1≤s≤a

m , a
n+ 1≤t≤a

n 的 s, t

有X (s, t)≤ (1+ 2Ε) Υ(a
m , a

n)≤ (1+ 2Ε) (1+ Ε) Υ(s, t) ,于是以概率1有

lim
s↓0, t↓0

x (s, t) öΥ(s, t) ≤ (1 + 2Ε) (1 + Ε).

由 Ε> 0的任意性即得证定理第一部分结论. 下证第二部分结论. 由 i)知, 对任意 Ε> 0, 存在

∆> 0,当0< 1- a< ∆时有 Υ(a
i, a

j ) - Υ(a
i+ 1, a

j )≤ΕΥ(a
i, a

j ) ö2. 设 a
i+ 1< s< a

i, a
j+ 1< t< a

j ,则

　P [X (a
i, a

j ) > (1- Ε) 2Υ(a
i, a

j ) ]≥P {X (s, a
j ) > (1- Ε) Υ(s, a

j ) ]P [X (a
i, a

j ) - X (s, a
j )

　> - (1- Ε) {ΕΥ(a
i, a

j ) - [ Υ(a
i, a

j ) - Υ(a
i+ 1, a

j ) ]}Υ(a
i- s, a

j ) öΥ(a
i- a

j + 1, a
j ) ]

　≥Α[Ε(1- Ε) ö2 ]P [X (s, a
j ) > (1- Ε) Υ(s, a

j ) ]

　≥Α[Ε(1- Ε) ö2 ]Α(Εö2) P [X (s, t) > Υ(s, t) ]. (4)

(4)中最后一不等式用到[1 ]中定理4. 3. 2证明的结论. (4)中的两边对 s∈ (a
i+ 1, a

i)和 t∈ (a
j+ 1,

a
j )积分得 (4)左边≥ Α[Ε(1 - Ε) ö2 ]Α(Εö2) a 2∫

a i

a i+ 1∫
a j

a j+ 1P [X (s, t) > Υ(s, t) ]östd sd t}ö(1 - a) 2 ,

所以

∑
∞

i= 1
∑
∞

j= 1

P [X (a i, a j ) > (1 - Ε) 2Υ(a i, a j ) ] = ∞.

于是存在 k , l,M ,N ,使得

∑
∞

i= 1
∑
∞

j= 1

P [X (ak+ M i, a l+ N j ) > (1 - Ε) 2Υ(ak+ M i, a l+ N j ) ] = ∞. (5)

又

　　P {X [a
k+ M iö(1- a

M ) , a
i+ N j ]- X (a

k+ M i+ M ö(1- a
M ) , a

l+ N j ]> (1- Ε) 2Υ(a
k+ M i, a

l+ N j ) }

　= P [X (a
k+ M i, a

l+ N j ) > (1- Ε) 2Υ(a
k+ M i, a

l+ N j ) ], (6)

而且对不同的 i, j , (6)左边的事件相互独立. 由 (5) ,在它们之中以概率1出现无穷多个事件,于

是以概率1存在序列 iq, j r,使

　X [a
k+ M iqö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]- X [a

k+ M iq+ M ö(1- a
M ) , a

l+ N j r ]> (1- Ε) 2Υ(a
k+ M iq, a

l+ N j r). (7)

由于 lim
q→∞
r→∞

X [a
k+ M iq+ 1+ M ö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]öΥ(a

k+ M iq , a
l+ N j r) = 0,则自某个 q, r起有

ûX [a
k+ M iq+ 1+ M ö(1 - aM ) , a

1+ N j r ]û ≤ ΕΥ(a
k+ M iq, a

l+ N j r) ö2. (8)

考察事件

　{X [a
k+ M iq+ M ö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]- X [a

k+ M iq+ 1+ M ö(1- a
M ) , a

l+ N j r ]≥- ΕΥ(a
k+ M iq, a

l+ N j r) ö2}, (9)

这些事件相互独立,且由条件 ii) ,有

P {X [a
k+ M iq+ M ö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]- X [a

k+ M iq+ 1+ M ö(1- a
M ) , a

l+ N j r ]≥- ΕΥ(a
k+ M iq, a

l+ N j r) ö2}

　= P {X [a
k+ M iq+ M (1- a

M ( iq+ 1- iq) ) ö(1- a
M ) , a

l+ N j r ]≥- ΕΥ(a
k+ M iq, a

l+ N j r) ö2}

　≥Α(Εö2) > 0.

所以 (9)的事件出现无穷多个,但对于使 (8) , (9)的事件出现的 iq, j r 有

X [a
k+ M iq+ M ö(1 - aM ) , a

l+ N j r ] > - ΕΥ[a
k+ M iq, a

l+ N j r ]. (10)
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由 (7)及 (10) ,知存在无穷序列{ iq}, { j r},使得

X [a
k+ M iqö(1 - aM ) , a

l+ N j r ] > (1 - 3Ε+ Ε2) Υ(a
k+ M iq, a

l+ N j r). (11)

又由条件 i)知存在M ,N 使

(1- 3Ε+ Ε2) Υ(a
k+ M iq , a

l+ N j r)≥ (1- 3Ε) Υ[a
k+ M iqö(1- a

M ) , a
l+ N j r ],

对此M ,N ,由 (11)得

　　 lim
q→∞
r→∞

X [a
k+ M iqö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]öΥ[a

k+ M iqö(1- a
M ) , a

l+ N j r ]

　≥ lim
q→∞
r→∞

(1- 3Ε+ Ε2) Υ(a
k+ M iq, a

l+ N j r ]öΥ[a
k+ M iqö(1- a

M ) , a
l+ N j r ]≥ (1- 3Ε).

由 Ε> 0的任意性得证定理第二部分结论.

注1　如果定理4中的积分换成从0到 ∆的积分,则可设 Υ为任意[0, ∆]2上的函数,并且在

该区间上满足定理4条件,此时定理4成立.

定理5　如果X 是B row n 单,则 P [ lim
s↓0, t↓0

X (s, t) ö 2stln ln1öst= 1 ]= 1.

证明　令 Υ(s, t) = (1+ Ε) 2stln ln1öst,则 s→0, t→0时有

　　P [X (s, t) < - ΕΥ(s, t) ]≤ st exp [ - Ε2Υ2 (s, t) ö(2st) ]ö[ 2ΠΕΥ(s, t) ]

≤ st ö[ 2ΠΕΥ(s, t) ]→0.

于是定理4中条件 ii)满足. 又由于 P [X (s, t) > Υ(s, t) ]≤ ( ln1öst) - (1+ Ε) 2

ö 4Π(1+ Ε) 2 ln ln1öst,

所以对充分小的 ∆> 0,有∫
∆

0∫
∆

0
P [X (s, t) > Υ(s, t) ]ö(st) d sd t < ∞ ,因此

P [ lim
s↓0, t↓0

X (s, t) ö 2 (1+ Ε) 2stln ln1öst≤1 ]= 1.

由 Ε> 0的任意性有

P [ lim
s↓0, t↓0

X (s, t) ö 2stln ln1öst ≤ 1 ] = 1. (12)

对 Κ< 1, Κ 2ln ln1öst≥1,选择 ∃ 满足 Κ2 (1+ ∃) 2= Χ≤1,则

　　P [X (s, t) > Κ 2stln ln1öst≥∃exp [ - (∃+ Κ 2ln ln1öst) 2ö2 ]ö 2Π≥c ( ln1öst) - Τ

其中 c= ∃ö 2Π. 从而

∫
∆

0∫
∆

0
P [X (s, t) > Κ 2stln ln1östöstd sd t = ∞,

所以对一切 Κ< 1有 P [ lim
s↓0, t↓0

X (s, t) ö 2stln ln1öst≥Κ]= 1. 由此及 (12)得所要证的结论.

定理6　设X 的累积量为 k (Κ) = - cûΚû Α[1+ iΞ(Κ, Α) ΚöûΚû ], Α∈[1, 2) ,

Ξ(Κ, Α) =
tg (ΠΑö2) , Α≠ 1,

(2lnûΚû ) öΠ, Α= 1,

Υ(s, t) =
Α(Α- 1) (1- Α) öΑ(c1st) 1öΑ( ln ln1öst)

(Α- 1) öΑ
, 1 < Α< 2,

(2cstln1öst) öΠ, Α= 1,

c1= cöûco s (ΠΑö2) û ,则 P [ lim
s↓0, t↓0

X (s, t) öΥ(s, t) = 1 ]= 1.

证明　当1< Α< 2时, k (Κ) = - c ( iΚ) Αöco s (ΠΑö2) ,由[1 ]中定理4. 3. 5的证明知有

c2 [Ξ(s, t, Υ) ]- 1ö2exp [ - Ξ(s, t, Υ) ] ≤ P [x (s, t) > Υ] ≤ exp [ - Ξ(s, t, Υ) ], (13)

其中 c2为常数, Ξ(s, t, Υ) = - c1stΥ[Υö(c1stΑ) ]
1ö(Α- 1) (Α- 1) öΑ. 对 Α= 1的情形,类似可得 (13)成

立. 于是对任意的 Ε> 0,由 (13)易得
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∫
∆

0∫
∆

0
P [X (s, t) > (1 + Ε) Υ(s, t) ]ö(st) d sd t < ∞,

∫
∆

0∫
∆

0
P [X (s, t) > (1 - Ε) Υ(s, t) ]ö(st) d sd t = ∞,

这里假设 Υ(s, t)满足方程 Ξ(s, t, Υ) = ln ln1öst,由此方程求出 Υ(s, t). 利用定理4即证得定理.

定理7　如果X 不包含高斯分量,则 P [ lim
s↓0, t↓0

ûX (s, t) ûö stln ln1öst= 0 ]= 1.

证明　不失一般性,设 X 的方差有穷. 记 Υ(s, t) = stlnû lnstû ,因为 P (ûX (s, t) û > ΕΥ(s,

t) )≤[D X (s, t) ]öΕ2Υ(s, t) ]→0. 由[1 ]中定理4. 3. 6的证明知,对 c> 1和一切 Ε> 0有

∫
c

0∫
c

0
P [ ûX (s, t) û > ΕΥ(s, t) ]östd sd t < ∞,

故由定理4证得定理.
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Som e Properties of Two-param eter Stochastic Processes
with Sta tionary Independen t Increm en ts in an Or ig in

L i Y ing qiu
(Changsha U niversity of E lectric Pow er, 410077)

Abstract

T he genera l fo rm of characterist ic funct ion of tw o2param eter stochast ic p rocesses w ith

independen t increm en ts has been given in [2 ]. A s fo r sta t ionary case, w e give a m o re gener2
a l fo rm of characterist ic funct ion, and discu ss the d ist ribu t ion of ra t io X (s, t) öst , loca l p rop2
ert ies of the m ono tonou s p rocesses and loca l grow th of any p rocesses in an o rig in. F rom

th is, w e ob ta in the loca l grow th p ropert ies of B row n ian sheet and the p rocesses w ithou t

Gau ss m om en t.

Keywords　stochast ic p rocesses w ith sta t ionary independen t increm en ts, accum u la t ion, loca l

grow th.
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