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华 罗 庚-王 中 烈 型 不 等 式
Ξ

王　挽　澜
(成都大学数理系, 610081)

摘　要　用控制不等式理论和动态规划方法推广了华罗庚2王中烈的不等式, 并建立

了类似的其他结果.
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一　前言与引理

华罗庚教授在[1 ]中建立了如下有用而有趣的结果: 设 Α> 0, ∆> 0, 则

(∆ - x 1 - ⋯ - x n) 2
+ Α(x

2
1 + ⋯ + x

2
n) ≥ k n∆2

, (1)

等号仅当

x 1 = ⋯ = x n = h n∆ (2)

时取. 这里 k 0= Α(n+ Α) - 1, h n= (n+ Α) - 1.

1992年, 王中烈教授在[2 ]中用动态规划方法和Hoβlder2L o ren tz 不等式[ 3 ]推广了上述结果

(见下定理1中 p > 0时的两个不等式). 同时, 他还借助于非线性正泛函性质[ 4 ]建立了连续量情

形的类似的积分不等式.

本文的目的有二: 一方面, 借助于“近些年才形成一门新兴学科的控制不等式理论”[ 5 ]和有

别于[2 ]的动态规划模型来证明 (1)的推广命题. 另一方面, 建立类似于上述结果的一些新的不

等式, 统称为华罗庚2王中烈型不等式.

下面尽可能使用[2 ], [ 5 ]中的术语和记号. 常提到的集合有

8 = {x ûx 1 ≥ 0, ⋯, x n ≥ 0, x 1 + ⋯ + x n ≤ ∆},

8 1= {x ûx 1 > 0, ⋯, x n > 0, x 1 + ⋯ + x n ≤ ∆},

其内部记为 8 0与 8
0
1.

引理1　设 Α和 ∆为给定正数, 则函数

F n (x ) = (∆- x 1- ⋯- x n) p
+ Αp - 1 (x

p
1 + ⋯+ x

p
n )

当 p > 1 (p < 0)在 8 上 (在 8 1上)为严格 S 2凸的; 当0< p < 1在 8 上为严格 S 2凹的.

证明　当 p > 1, 显见 F n (x )为对称凸集 8 上的对称函数. 因其偏导数为
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5 F n (x )
5 x j

= - p (∆- x 1- ⋯- x n) p - 1
+ p Αp - 1

x
p - 1
j , 　j = 1, ⋯, n ,

故从 p > 1, 得

(x 1- x 2) (
5 F n (x )

5 x 1
-

5 F n (x )
5 x 2

) = p Αp - 1 (x
p - 1
1 - x

p - 1
2 ) (x 1- x 2) > 0, Π x ∈8 0

, x 1≠x 2.

据[5 ]定理6. 5 (b) , F n (x )在 8 上为严格 S 2凸的.

同理可证 p < 0和0< p < 1的情形.

引理2
[ 6 ]　设 x ∈R

n
+ + , p 1, ⋯, p n 为正权数, 则 r 阶加权平均

M r (x , p ) = ( 1
P n

õ ∑
n

i= 1
p ix

r
i )

1ör

除 x 1= ⋯= x n 外是关于 r 严格增的. 这里 P n = p 1+ ⋯+ p n , r= 0时得加权几何平均, r= ±∞

时得m ax (x )与m in (x ).

二　华罗庚2王中烈型不等式

下结果包含[2 ]的定理1, 且其证明还是别致的.

定理1　设 Α和 ∆为给定正数, 则当 p > 1 (p < 0) , 对于 8 (8 1)上的一切 x 有

F n (x ) ≥ k
p - 1
n ∆p

; (3)

当0< p < 1, 不等式 (3)反向. 每种情况下, 等号仅当 (2)成立时取.

证明　 ( i) 当 p > 1, 易从方程组 5 F n (x ) ö5 x j = 0, j = 1, ⋯, n 解得驻点H = (hn∆, ⋯, h n∆).

当 x 的分量满足 x 1+ ⋯+ x n= nh n∆时, 据[5 ]命题1. 4, H 被 x (强)控制, 记 x 9 H . 故对于

严格 S 2凸函数 F n (x )有 F n (x )≥F n (H ). 换言之, 要证明的不等式 (3) 成立, 等号仅当 x = H 时

取, 即仅当 (2)成立时取.

当 x 的分量满足 x 1+ ⋯+ x n= Β≤∆, 但 Β≠nhn∆时, 置 y i= nh n∆x iöΒ, i= 1, ⋯, n , y = (y 1,

⋯, y n). 于是 y 1 + ⋯+ y n = nhn∆≤nh n∆2öΒ. 对满足上条件的 y 使用引理1, 知函数 G n (y ) =

(
nh n∆2

Β - y 1- ⋯- y n) p
+ Αp - 1 (y

p
1 + ⋯+ y

p
n )在对称凸集 8 3

= {y ûy 1≥0, ⋯, y n≥0, y 1+ ⋯+ y n≤

nh n∆2öΒ}上为对称的严格 S 2凸的. 故从 y 9 H
3 推出G n (y ) ≥G n (H

3 ) , 等号仅在 y 1= ⋯= y n=

hn (nhn∆2öΒ)时取. 这里H
3

= (yθ, ⋯, yθ) , yθ= nh
2
n∆

2öΒ. 换言之, 不等式 (3)成立, 等号仅当 x 1= ⋯

= x k = hn∆时取.

( ii) 当0< p < 1, 其证明类似于上面, 只须注意对应于上的函数 F n (x ) 与 G n (y ) 为严格 S 2
凹的.

( iii) 当 p < 0, 考究满足过渡约束

∆- x 1- ⋯- x n= Κ, 　Κ> 0, x j > 0, 1≤j≤n

的最小化问题 Υn= m inF n (x ).

对于 p < 0< 1用引理2, 有

　　　F 1 (x ) = Κp + Αp - 1 (∆- Κ) p = {[
1õΚp + Α- 1õ (Α(∆- Κ) ) p

1+ Α- 1 ]
1öp

}
p

(1+ Α- 1)
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≥{[
1õΚ+ Α- 1õΑ(∆- Κ)

1+ Α- 1 }
p

(1+ Α- 1) ,

等号仅当 Κ= Α(∆- Κ)时取, 即仅当 x 1= (1+ Α) - 1∆= h 1∆时取, 这里 h 1= (1+ Α) - 1.

据上, 可见最小值 Υ1= k
p - 1
1 ∆p , 它是在 x 1= h 1∆而 Κ= k 1∆处达到.

再用引理2, 有

　　　F 2 (x ) = Κp
+ Α- 1õΑp (∆- x 2- Κ) p

+ Α- 1õΑp
x

p
2

= {[
1õΚp

+ Α- 1õ (Α(∆- x 2- Κ) ) p
+ Α- 1õ (Αx 2)

p

1+ Α- 1
+ Α- 1 ]

1öp
}

p
(1+ Α- 1

+ Α- 1)

≥{
1õΚ+ Α- 1õΑ(∆- x 2- Κ) + Α- 1õΑx 2

1+ Α- 1+ Α- 1 }
p

(1+ Α- 1+ Α- 1) ,

等号仅当 Κ= Α(∆- x 2- Κ) = Αx 2时取, 即仅当 x 1= x 2= (2+ Α) - 1∆= h 2∆, 这里 h 2= (2+ Α) - 1
.

据上, 可见最小值 Υ2= k
p - 1
2 ∆p

, 它是在 x 1= x 2= h 2∆而 Κ= k 2∆处达到.

一般地, 对于任何m ≥1可从 Υm 用引理2导出 Υm + 1, 其程序相同. 因此, 可归纳地得到

Υn= m inF n (x ) = k
p - 1
n ∆p

,

它是在 x 1= ⋯= x n= hn∆而 Κ= k n∆处达到. 证毕.

注1　上面 ( iii) 中的证明方法亦可用于 ( i) 和 ( ii) 的情形. 反之, 控制不等式的方法亦可用

于 ( iii)的情形.

定理2　设 ∆为给定正数, 则当 p > 1 (p < 0) , 对于 8 (8 1)上的一切 x 有

21- p ∆p ≤ (∆ - x 1 - ⋯ - x n) p + n
p - 1 (x

p
1 + ⋯ + x

p
n ) ≤ n

p - 1∆p; (4)

当0< p < 1, 不等式 (4) 反向. 每种情况下, 前段不等式取等号仅当 x 1= ⋯= x n = ∆ö2n; 后段不

等式取等号仅当 x = ∃ j = (0, ⋯, 0, ∆
j

, 0, ⋯, 0) , (1≤j≤n).

证明　只对0< p < 1的情形证明, 因其它情形可类似于下面进行论证.

当0< p < 1, 定理1中 (3)的反向不等式为 F n (x )≤k
p - 1
n ∆p

. 令式中的 Α= n , 可得

(∆- x 1- ⋯- x n) p
+ n

p - 1 (x
p
1 + ⋯+ x

p
n )≤2

1- p ∆p
,

等号仅当 x 1= ⋯= x n= hΑ∆= ∆ö2n 时取.

下证 (4) 的反向不等式的后段: 对于对称凸集 8 2= {x ûx 1≥0, ⋯, x 2n≥0, x 1+ ⋯+ x 2n≤∆}

上的对称函数 F 2n (x ) = (∆- x 1- ⋯- x 2n) p
+ Αp - 1 (x

p
1 + ⋯+ x

p
2n) , 使用引理1, 知 F 2n (x ) 在 8 2上

为严格 S 2凹的.

注意集合 8 上的 x = (x 1, ⋯, x n) 和 ∃1= (∆, 0, ⋯, 0) 可引出对应于 8 2上的 x ′= (x 1, ⋯,

x n , y n+ 1, ⋯, y 2n)和 ∃′
1= (∆, 0, ⋯, 0

2n- 1

) , 这里 y n+ 1= ⋯= y 2n= ( (∆- x 1) - x 2- ⋯- x n) ön. 据[ 5 ]定

理1. 10, 知 ∃′
19 x ′. 这种控制还是严格的. 事实上, 当 x ′的分量至少有两个为正时, 显然不存在

置换矩阵M 使 x ′= ∃′
1M .

综上, 对于0< p < 1有 F 2n (x ′)≥F 2n (∃′
1) , 等号仅当 x ′= ∃′

1时取. 换言之, 有

[∆ - ∑
n

i= 1

x i - ∑
2n

i= n+ 1

(∆ - x 1 - x 2 - ⋯ - x n) ön ]p

　 + Αp - 1
[∑

n

i= 1
x

p
i + ∑

2n

i= n+ 1

(∆ - x 1 - x 2 - ⋯ - x n)
p ön

p
] ≥ Αp - 1∆p

,
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简化, 得

∑
n

i= 1
x

p
i + n

1- p (∆ - ∑
n

i= 1
x i)

p ≥ ∆p
.

这正是 (4) 的反向不等式的后段, 等号仅当 x = ∃1= (∆, 0, ⋯, 0

n- 1

) 时取. 由对称性, 等号仅当 x =

∃ j 时取 (1≤j≤n). 证毕.

注 2　可继续建立类似于上面 (3) 和 (4) 的华罗庚2王中烈型不等式. 例如, 当 p > 1有

- Αp - 1∆p≤f n (x )≤∆p
, 前段的等号仅当 x = ∃ j (1≤j≤n)时取; 后段的等号仅当 x = (0, ⋯, 0) 时

取. 事实上, 借助于函数 f n (x ) = (∆ - ∑
n

i= 1
x i)

p
- Αp - 1 (∑

n

i= 1
x

p
i )在 8 上为严格减而严格 S 2凹可

以证明.
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On Hua-W ang Type Inequal it ies

W ang W an lan
(Chengdu U niversity, 610081)

Abstract

T he so ca lled H ua2W ang inequality is genera lized u sing the m ajo riza t ion and dynam ic

p rogramm ing, and som e sim ila r resu lts a re ob ta ined.

Keywords　inequality, m ajo riza t ion, dynam ic p rogramm ing.
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