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Banach 空 间 X 的 弱 局 部 Zk性 质
Ξ

何宗祥　　李庆德
(安徽师范大学数学系, 芜湖241000)

摘　要　本文引入了Banach 空间 X 的弱局部 Zk 性质和弱 Zk 性质, 得出了: Banach

空间X 是K2NU C 空间的一个充分必要条件和Banach 空间X 是L K2NU C 空间的一个充分条

件. 并指出弱 Zk 性质蕴含弱Banach2Sak s 性质.
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1980 年, R. H uff 在文[1 ] 中引入了NU C 空间和U KK 空间. 对于NU C 空间, 1983 年俞鑫

泰在文[2 ] 中指出: KU R 空间是NU C 空间; 并在文[3 ] 中给出了自反的U KK 空间是NU C 空

间的一个充分必要条件. 1991 年,D enka Ku tza rova 在文 [4 ] 中引入了 L K2NU C 空间和

K2NU C 空间, 并指出 K2NU C 空间是NU C 空间. 本文在此基础上, 引入了弱局部 Zk 性质和弱

Zk 性质. 着重讨论这两个性质以及它们与L K2NU C 空间和 K2NU C 空间之间的关系.

1　 定义及性质

设X 是Banach 空间, X
3 是X 的共轭空间,

S (X ) = {x ∈X , úx ú = 1}; U (X ) = {x ∈X , úx ú ≤ 1}.

定义 1
[ 4 ]　称Banach 空间X 是L K2NU C 空间, 若对任意 Ε> 0, 及 x 0 ∈U (X ) , 存在 ∆(Ε,

x 0) ∈ (0, 1) , 对任意{x n} < U (X ) , Sep (x n) > Ε, 有 x n1 , x n2 , ⋯, x nk
∈ {x n}, 使得 1

k + 1
úx 0 + x n1

+ ⋯ + x nk
ú ≤ 1 - ∆.

定义 2　 称Banach 空间X 具有弱局部 Zk 性质 (简记为: LW Zk ) , 若对任意 Ε> 0, 及 x 0 ∈

U (X ) , 存在 ∆(Ε, x 0) ∈ (0, 1) , 对任意{x n} < U (X ) , x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε, 有 x n1 , x n2 , ⋯, x nk
∈

{x n}, 使得 1
k + 1

úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk
ú ≤ 1 - ∆.

定义 3
[ 4 ]　称Banach 空间X 是K2NU C 空间, 若对任意 Ε> 0, 存在∆(Ε) ∈ (0, 1) , 使得对

任意{x n} < U (X ) , Sep (x n) > Ε, 有 x n1 , x n2 , ⋯, x nk
∈ {x n}, 使得 1

k
úx n1 + ⋯ + x nk

ú ≤ 1 - ∆.

定义 4　称Banach 空间X 具有弱Zk 性质 (简记为:W Zk ) , 若对任意Ε> 0, 存在∆(Ε) ∈ (0,
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1) , 对任意{x n} < U (X ) , x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε, 有 x n1 , x n2 , ⋯, x nk
∈ {x n}, 使得

1
k

úx n1 + ⋯ + x nk
ú ≤ 1 - ∆.

定义 5
[ 5 ]　若{f n} < U (X

3 ) , x ∈ S (X ) , f n (x ) → 1, 则{f n} 有收敛子列, 则称Banach 空

间X 有 (S) 性质.

从定义可以得出: 对任何正整数 k〉2, 具有W Zk 性质的空间具有LW Zk 性质.

2　 定理及证明

定理 1　L K2NU C 空间具有LW Zk 性质.

证明　对任意 Ε> 0, 及 x 0 ∈U (X ) , {x n} < U (X ) , x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε.

1)　若{x n} 中有无限项满足: úx nú ≤ 1 -
Ε
2

. 则由

1
k + 1

úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk
ú ≤ 1 -

k
k + 1

Ε
2

< 1 -
Ε
4

知, 取 ∆ =
Ε
4
定理即成立.

2)　 若{x n} 中有无限项满足: úx nú > 1 -
Ε
2

, 不妨假设{x n} 中每一元素均满足: úx nú > 1

-
Ε
2

. 故存在x n1 ∈{x n}, 使得 úx n1ú > 1 -
Ε
2

. 对于x n1 , 存在 f 1 ∈S (X
3 ) 使得 f 1 (x n1

) = úx n1ú.

由条件 x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε知: 对 Ε
4
及 f 1, 存在N 1 (> n1). 当 n > N 1 时, 有 û f 1 (x n - x ) û <

Ε
4

. 故 û f 1 (x n) û <
Ε
4

+ û f 1 (x ) û ≤ Ε
4

+ úx ú < 1 -
3Ε
4

. 从而存在 x n2 ∈ {x n}
∞
n= N 1+ 1. úx n2ú > 1

-
Ε
2
且 úx n1 - x n2ú ≥ û f 1 (x n1

) û - û f 2 (x n2
) û ≥ úx n1ú - (1 -

3Ε
4

) > (1 -
Ε
2

) - (1 -
3Ε
4

) =

Ε
4

; 同理可以找到 x n3 ∈ {x n}, 使得 úx n3ú > 1 -
Ε
2
且 úx n1 - x n3ú >

Ε
4

, úx n2 - x n3ú >
Ε
4

, 依此

方法可找到一列{x n i
} < {x n}, 使得 Sep (x n i

) >
Ε
4

. 再由 X 是L K2NU C 空间知: 对 Ε
4

及 x 0 ∈

U (X ) , 存在∆( Ε
4

, x 0) ∈ (0, 1) 及 x
1
n , ⋯, x

k
n ∈ {x n i

} < {x n}, 使得 1
k + 1

úx 0 + x
1
n + ⋯ + x

k
nú ≤

1 - ∆( Ε
4

, x 0).

从而由 1) , 2) 知: 对上述任意Ε> 0 及 x 0 ∈U (X ) , 存在∆= m in ( Ε
4

, ∆( Ε
4

, x 0) ) ∈ (0, 1).

对任意{x n} < U (X ) , x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε, 有{x n} 中 k 个元素 y 1, ⋯, y k , 使得 1
k + 1

úx 0 + y 1 +

⋯ + y k ú ≤ 1 - ∆. 即X 有LW Zk 性质. 证毕.

注 1　 仿照定理 1 的证明, 类似地可以得到: K2NU C 空间具有W Zk 性质.

定理 2　 具有LW Zk 性质的NU C 空间是L K2NU C 空间.

证明　对任意 Ε> 0, 及 x 0 ∈U (X ) , 若任意{x n} < U (X ) , Sep (x n) > Ε. 由X 是NU C 空
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间知: X 是自反的U KK 空间, 故{x n} 有弱收敛子列. 不妨仍记为: {x n}, x n →
w

x , 再由 Sep (x n)

> Ε, 及X 是U KK 空间知: 存在∆1 (Ε) ∈ (0, 1) , 使得 úx ú < 1 - ∆1 (Ε). 又由于X 具有LW Zk 性

质, 故存在 ∆(x 0, ∆1 (Ε) ) ∈ (0, 1) 及 x n1 , ⋯, x nk
∈ {x n}, 使得 1

k + 1
úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk

ú ≤

∆(x 0, ∆1 (Ε) ). 从而可知 X 是L K2NU C 空间. 证毕.

根据注 1 及文[4 ], 仿照定理 2 的证明, 可以断言, 下列条件等价:

(1)　X 是 K2NU C 空间.

(2)　X 是具有W Zk 性质的NU C 空间.

(3)　X 是具有W Zk 性质的 T 2NU C 空间 (T ∈ N , T > K ).

定理 3　 对具有LW Zk 性质的Banach 空间X , 若X
3 有 (S) 性质, 则X 是CL 2KR 空间.

证明　若 x 0 ∈ S (X ) , {x n} < U (X ) ,
1

k + 1
úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk

ú → 1 但{x n} 没有收敛

子列.

由X
3 有 (S) 性质及文[5 ] 知: X 自反且具有 (H ) 性质, 则{x n} 有弱收敛子列. 不妨仍记为

{x n}, x n →
w

x. 由 1
k + 1

úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk
ú → 1 知: úx nú → 1, 而X 具有 (H ) 性质, 故存在∆1 ∈

(0, 1) , 使得 úx ú < 1 - ∆1, 否则与{x n} 没有收敛子列矛盾.

由条件知: X 具有LW Zk 性质, 故对 ∆1, 存在 ∆(∆1, x 0) ∈ (0, 1) 及充分大的 nλ1, ⋯, nλk ∈

{nλ}
∞
n= 1, 使得 1

k + 1
úx 0 + x nλ1 + ⋯ + x nλk

ú ≤ 1 - ∆(∆1, x 0) 显然与 1
k + 1

úx 0 + x n1 + ⋯ + x nk
ú

→ 1 矛盾. 故原假设不成立, 即{x n} 有收敛子列, 从而X 是CL 2KR 空间. 证毕.

定理 4　 具有W Zk 性质的Banach 空间X 具有W BSP.

证明　若{x n} < U (X ) , x n →
w

Η, 由于 X 具有W Zk 性质, 且 úΗú = 0 < 1 -
1
2

, 故存在

∆( 1
2

) ∈ (0, 1) 及 n
(1)
1 , ⋯, n

(1)
k ∈ {n} 使得 1

k
úx n

(1)
1

+ ⋯ + x n
(1)
k

ú ≤ 1 - ∆( 1
2

).

对于{x n}
∞
n> n

(1)
k

, x n →
w

Η. 同理也存在 n
(2)
1 , ⋯, n

(2)
k ∈ {n}n> n

(1)
k

使得 1
k

úx n
(2)
1

+ ⋯ + x n
(2)
k

ú ≤ 1

- ∆( 1
2

) , ⋯; 依此方法, 可找到一列点{x n
(j )
i

}
k , ∞
i= 1, j= 1, 均满足:

1
k

úx n
(j )
1

+ ⋯ + x n
(j )
k

ú ≤ 1 - ∆( 1
2

) , j = 1, 2, ⋯. (3 )

若令

y j = [
1
k

(x n
(j )
1

+ ⋯ + x n
(j )
k

) ]ö[1 - ∆( 1
2

) ],

显然 y j →
w

Η且 y j ∈U (X ). 由于X 有W Zk 性质, 且 úΗú = 0 < 1 -
1
2

. 故存在 j
(1)
1 , ⋯, j

(1)
k ∈ { j }

使得:

1
k

úy j
(1)
1

+ ⋯ + y j
(1)
k

ú ≤ 1 - ∆( 1
2

) , l = 1, 2, ⋯

⋯⋯, 继续下去, 可以找到{y j } 的一列点{y j
(l)
i

}
k , ∞
i= 1, l= 1, 均满足:

1
k

úy j
(l)
1

+ ⋯ + y j
(l)
k

ú ≤ 1 - ∆( 1
2

) , (3 3 )
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从而

1
k

ú

1
k

(x
n

(j (l)
1

)
1

+ ⋯+ x
n

(j (l)
1

)
k

)

1- ∆( 1
2

)
+ ⋯+

1
k

(x
n

(j (l)
k

)
1

+ ⋯+ x
n

(j (l)
k

)
k

)

1- ∆( 1
2

)
ú≤1- ∆( 1

2
) , l= 1, 2, ⋯,

故

1
k 2 úx

n
(j (l)

1
)

1

+ ⋯+ x
n

(j (l)
1

)
k

+ ⋯+ x
n

(j (l)
k

)
1

+ ⋯+ x
n

(j (l)
k

)
k

ú≤[1- ∆( 1
2

) ]
2
, l= 1, 2, ⋯

即 {x n} 中 k
2 个元素平均后的范数小于[1 - ∆( 1

2
) ]

2. 由于对任意 Ε> 0, 0 < 1 - ∆( 1
2

) < 1.

故存在Χ∈N , 使得[1 - ∆( 1
2

) ]
Χ

< Ε. 因此, 将上述过程重复Χ次, 则可以得到{x n} 中K
Χ个元

素平均后的范数小于 Ε. 从而由文[7 ] 定理 2 得X 具有W BSP. 证毕.

下面的例子表明: 具有LW Zk 性质的空间, 不一定是L K2NU C 空间.

设 x = (x
1, x

2, ⋯) ∈ l
2, x ′= (0, x

2, ⋯). 定义: úx úS = m ax{ûx
1û , úx ′ú 2}, 设{Αn} 是单调

下降趋于零的正实数列. 令 T : l
2 → l

2 为 T (x
1
, x

2
, x

3
, ⋯) = (x

1
, Α2x

2
, Α3x

3
, ⋯). 进而定义 úx úw

= (úx ú 2
S + úT x ú 2

2)
1
2
, 则由文[8 ] 知 ( l2, ú õ úw ) 是W LU R , 但不是LU R.

现证W LU R 蕴含LW Zk 性质. 对任意 Ε> 0, x 0 ∈ S (X ) , x n →
w

x , úx ú < 1 - Ε. 取 f 0 ∈

S (X
3 ) , 使得 f 0 (x 0) = úx 0ú = 1. 则由 x n →

w

x 知: f 0 (x n) → f 0 (x ) (n →∞). 而 1 - Ε> úx ú ≥

f 0 (x ). 故存在N , 当 n > N 时有

û f 0 (x n) û - û f 0 (x ) û ≤ û f 0 (x n) - f 0 (x ) û <
Ε
2

,

即

û f 0 (x n) û < û f 0 (x ) û +
Ε
2
≤ úx ú +

Ε
2

< (1 - Ε) +
Ε
2

= 1 -
Ε
2

.

因此,

û f 0 (x 0 - x N + 1) û ≥ û f 0 (x 0) û - û f 0 (x N + 1) û > 1 - (1 -
Ε
2

) =
Ε
2

.

于是由W LU R 空间定义[ 3 ] 知: 对上述Ε, x 0 ∈S (X ) , f 0 ∈S (X
3 ) , 存在∆( Ε

2
, x 0, f 0) = ∆∈ (0,

1) , 使得 ú 1
2

(x 0 + x N + 1) ú < 1 - ∆成立.

所以, 对任意 k ≥ 2, (X , ú õ ú ) 具有LW Zk 性质.

因此, ( l
2, ú õ úw ) 有LW Zk 性质 (k ≥ 2) , 但没有 (H ) 性质. 从而由文[6 ] 的定理 10 可知, 对

任意 k ≥ 2, k ∈ N , ( l
2, ú õ úw ) 不是L K2NU C 空间.
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The W eak L oca l Zk-Property of Banach Spaces

H e Z ong x iang　　L i Q ing d e
(D ep t. of M ath. , A nhui N o rm al U niversity, W uhu 241000)

Abstract

In th is paper w e in troduce the w eak loca l Zk 2p roperty and the w eak Zk 2p roperty. W ith

these concep ts w e give a characteriza t ion tha t a Banach space is K2NU C space. W e also ob2
ta in a sufficien t condit ion fo r a Banach space to be a L K2NU C space. W e p rove tha t w eak Zk 2
p roperty im p lies w eak Banach2Sak s p roperty.

Keywords　loca l K2nearly un ifo rm ly conex, K2nearly un ifo rm ly convex, w eak loca l Zk 2p rop2
erty, w eak Zk 2p roperty, w eak Banach2Sak s p roperty.
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