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D raz in 逆 的 一 个 性 质 特 征
Ξ

张立平　　王宜举
(曲阜师范大学运筹所, 山东273165)

摘　要　对任意的 n 阶方阵A ∈C n×n, 本文给出它的D razin 逆的一个重要性质 (见定

理1) , 并给出A 的D 2逆的一个求解算法, 从而推广了[ 2 ]中的结论.
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1　引　言

周知, 对任意 n 阶可逆阵A ∈C
n×n
n ,A

- 1 为满足式子 rank
A I

I X
= rank (A ) 的唯一解. 这

里首先引入A 的D 2逆的定义, 然后讨论它的类似结论.

定义1　设A ∈C
n×n , 称满足 rank (A

k+ 1) = rank (A
k ) 的最小非负整数k 为矩阵A 的指标,

记作 ind (A ).

定义 2　 设A ∈C
n×n

, ind (A ) = k , 若 n 阶方阵 X 满足:

(1
k ) A

k
X A = A

k
; 　 (2) X A X = X ; 　 (3) A X = X A ,

则称X 为A 的D 2逆, 记作A
(d )

.

对任意A ∈C
n×n

, 设 ind (A ) = k , rank (A
k ) = r,A 的D 2逆存在且唯一. 设A 的Jo rdon 分

解为

A = T
C 0

0 N
T

- 1
,

其中C 为 r 阶可逆阵,N 为 k 次幂零阵, 则

A
(d )

= T
C

- 1
0

0 0
T

- 1.

　　有关D 2逆的性质参见[1 ].

引理　设 P =
A B

C D
,A 为可逆阵, 则当且仅当D = CA

- 1
B 时, rank (P ) = rank (A ).

2　 主要结果

定理 1　 设A ∈C
n×n

, ind (A ) = k , rank (A
k ) = r, 则存在唯一的 n 阶方阵 X , 使得
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A
k
X = 0, X A

k
= 0, X

2
= X , rank (X ) = n - r, (3 )

对上述 X , 存在唯一的 n 阶方阵 Y , 使得

rank
A I - X

I - X Y
= rank (A ) ,

n 阶方阵 Y 就是A 的D 2逆A
(d )

, 且有X = I - A A
(d )

.

证明　设A 的 Jo rdon 分解为

A = T
C 0

0 N
T

- 1
,

其中C 是 r 阶可逆阵,N 是 k 次幂零阵. 则有

A
k = T

C
k

0

0 0
T

- 1.

取X = T
0 0

0 I n- r

T
- 1, 于是有

A
k
X = T

C
k 0

0 0
T

- 1
T

0 0

0 I n- r

T
- 1 = 0,

X A
k

= T
0 0

0 I n- r

T
- 1

T
C

k 0

0 0
T

- 1
= 0,

X
2

= X , 　rank (X ) = n - r,

即X 满足条件 (3 ).

再证唯一性. 若还存在 n 阶方阵 X 0 满足条件 (3 ) , 则令X 1 = T
- 1

X 0T , 将X 1 分块

X 1 =
E F

G H
,

则由A
k
X 0 = 0 知, T

- 1
A

k
T T

- 1
X 0T = 0, 即

C
k 0

0 0

E F

G H
= 0.

由C
k 是可逆阵可推出, E = F = 0, 从而

X 1 =
0 0

G H
.

又由X 0A
k

= 0 同样类似地可推出, G = 0, 从而

X 1 =
0 0

0 H
.

又由X
2
0 = X 0, rank (X 0) = n - r 可推出, H = I n- r. 于是X 1 =

0 0

0 I n- r

. 因而

X 0 = T X 1T
- 1

= T
0 0

0 I n- r

T
- 1

= X .

唯一性得证.

令M = I - A A
(d )

, 显然有A
k
M = 0,M A

k
= 0,M

2
= M . 因为N (A A

(d ) ) = R ( I - A A
(d ) ) ,

N (A A
(d ) ) = N (A

(d )
, 所以 rank (M ) = rank ( I - A A

(d ) ) = n - rank (A
(d ) ) = n - rank (A

k ) =
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n - r. 故M 满足条件 (3 ) , 由唯一性知X = I - A A
(d )

, 于是

A I - X

I - X Y
=

A A A
(d )

A A
(d )

Y
.

因
I 0

- A
(d )

I

A A A
(d )

A A
(d )

Y

I - A
(d )

0 I
=

A 0

0 Y - A
(d ) , 故当且仅当 Y = A

(d ) 时

rank
A I - X

I - X Y
= rank (A ). □

通过引理和定理1, 可以得到一个求A 的D 2逆A
(d ) 的方法. 在下面的定理中, 用A [ΑûΒ]表

示A 的 r 阶子阵, 其中 Α是行指标集{ i1, ⋯, ir}, Β是列指标集{ j 1, ⋯, j r}, 即A [ΑûΒ] 是A 中 i1,

⋯, ir 行与 j 1, ⋯, j r 列上的元素组成的子阵. 记N = {1, 2, ⋯, n}, 则 ( I - X ) [N ûΒ] 是 I - X 中

1, 2, ⋯, n 行与 j 1, ⋯, j r 列上的元素组成的 n × r 阶子阵; ( I - X ) [ΑûN ] 则由 I - X 中 i1, ⋯,

ir 行与 1, 2, ⋯, n 列上元素组成的 r × n 阶子阵. 于是有

定理 2　设A ∈C
n×n , rank (A ) = r ≥ 1, 令A [ΑûΒ] 为A 的 r 阶可逆子阵, X 满足定理 1

中的条件 (3 ) , 则A
(d )

= ( I - X ) [N ûΒ] (A [ΑûΒ]) - 1 ( I - X ) [ΑûN ].

证明　令

P =
A [ΑûΒ] ( I - X ) [ΑûN ]

( I - X ) [N ûΒ] A
(d ) ,

则 rank (P ) ≥ rank (A [ΑûΒ]) = r = rank (A ) ,

由定理 1 知

rank (P ) ≤ rank
A I - X

I - X A
(d ) = rank (A ) ,

故 rank (P ) = rank (A ) = rank (A [ΑûΒ]).

由引理知,A
(d )

= ( I - X ) [N ûΒ] (A [ΑûΒ]) - 1 ( I - X ) [ΑûN ]. □

下面给出运用定理 2 求A
(d ) 的具体算法步骤和一个算例.

算法　设A ∈C
n×n

1°　 求矩阵指标 ind (A ) = k ,A 的秩 rank (A ) = r,A
k 的秩 rank (A

k ) = s, 确定 Α, Β, 进而

得到A [ΑûΒ].

2°　计算 (A [ΑûΒ]) - 1
.

3°　构造非奇异阵 T , 满足 T
- 1

A T 为A 的 Jo rdon 标准型, 计算X = T
0 0

0 I n- r

T
- 1

.

4°　确定 ( I - X ) [N ûΒ], ( I - X ) [ΑûN ].

5°　计算A
(d )

= ( I - X ) [N ûΒ] (A [ΑûΒ]) - 1 ( I - X ) [ΑûN ].

注　3°中构造 T 的方法可参见[1 ].

算例　设A =

2 0 0

- 1 1 1

- 1 - 1 - 1

, 求A
(d )

.

解 　 1°　ind (A ) = 2, rank (A ) = 2, rank (A 2) = 1. 取 Α= {1, 2}, Β= {1, 2}, 则A [ΑûΒ]

=
2 0

- 1 1
.
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2°　计算 (A [ΑûΒ]) - 1
=

1
2

0

1
2

1
.

3°　取 T =

8 0 0

- 8 1 0

0 0 1

, 则 T
- 1 =

1
8

0 0

1 1 0

0 0 1

,

X = T

0 0 0

0 1 0

0 0 1

T
- 1

=

0 0 0

1 1 0

0 0 1

, I - X = T

1 0 0

0 0 0

0 0 0

T - 1 =

1 0 0

- 1 0 0

0 0 0

4°　计算

( I - X ) [N ûΒ] =

1 0

- 1 0

0 0

; ( I - X ) [ΑûN ] =
1 0 0

- 1 0 0

5°　计算

　　　　　　A
(d )

= ( I - X ) [N ûΒ] (A [ΑûΒ]) - 1 ( I - X ) [ΑûN ]

=

1 0

- 1 0

0 0

1
2

0

1
2

1

1 0 0

- 1 0 0
=

1
2

0 0

-
1
2

0 0

0 0 0

.

注　作为D 2逆的一种特殊情况, 本文中的结果对A 的群逆A
# 也是成立的.
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A Character iza tion of the D raz in Inverse

Z hang L ip ing　　W ang Y iju
( Institu te of Operations Research, Q uFu N o rm al U niversity, Shandong 273165)

Abstract

Fo r any m atrix A ∈C
n×n

of o rder n , th is paper p ropo ses a characteriza t ion of D razin in2
verse of A , and p resen ts an a lgo rithm to ob ta in the D razin inverse of A .

Keywords　D razin inverse, a lgo rithm , Jo rdon decom po sit ion.
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