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齐型空间上的分数次极大函数与分数次积分
在 p = 1时的加权不等式

Ξ

兰　家　诚
(浙江省丽水师范专科学校, 323000)

摘　要　本文建立了 p = 1时齐型空间上的分数次极大函数与分数次积分的强型加

权不等式. 完善了潘文杰[1 ]的结果, 并将 G. V. W elland [2 ]的结果推广到齐型空间.
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一　引　言

Co ifm an 和W eiss
[ 3 ] 在 1971 年给出了齐型空间 X 的定义, 得到了齐型空间上的

Calderón2Zygm und 分解定理. 1976 年A. P. Calderón
[ 4 ] 引入了齐型空间上的A p 权函数的概

念, 得到齐型空间上的逆Hoβlder 不等式. 本文利用[1 ], [ 4 ] 的结果进一步讨论上述分数次极大

函数与分数次积分在 p = 1 时的强型加权不等式.

在本文中, 总是假定 (X , d , Λ) 是齐型空间, 并且假定具有有界支集的连续函数组成的空

间包含在L
1 (X , d , Λ) 中而且稠密. 得到

定理 1　设 p = 1,
1
q

= 1 - Α, 0 ≤ Α< 1, u (x ) ∈A (1, q) , f 具有支集在一个球B 内, 则

　　　 [∫B
û (M Αf ) (x ) u (x ) û q

d Λ(x ) ]
1
q

　　≤ c[W (B ) + ∫B
(û f (x ) û log

+ û f (x ) u
1- q (x ) û ) u (x ) d Λ(x ) ],

其中W (B ) = ∫B
W (x ) d Λ(x ) ,W (x ) = u

q (x ).

定理 2　设齐型空间 (X , d , Λ) 满足条件 É , 且 p = 1,
1
q

= 1 - Α, u (x ) ∈A (1, q) , 0 ≤ Α

< 1, f 具有支集在一个球B 内, 则

　　　 [∫B
û ( I Αf ) (x ) u (x ) û q

d Λ(x ) ]
1
q

　　≤ c[W (B ) + ∫B
(û f (x ) û log

+ û f (x ) u
1- q (x ) û ) u (x ) d Λ(x ) ],

其中W (B ) =∫B
W (x ) d Λ(x ) ,W (x ) = u

q (x ) , 分数次极大函数M Αf (x ) , 分数次积分 I Αf (x ) 的
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定义, 条件 É 的概念见文献[1 ].

二 　 引理及证明

引理 1
[ 5 ]　 (1) 在齐型空间 (X , d , Λ) 中, 若W (x ) ∈A p , p ≥ 1, 则存在 r > 1 及常数 c, 使

得对一切球B 有 ( 1
Λ(B )∫B

W
r (x ) d Λ(x ) )

1
r ≤ c

1
Λ(B )∫B

W (x ) d Λ(x ).

(2) 若W (x ) ∈A p , p > 1, 则存在某个 p 0 < p , 使得W (x ) ∈A q 对一切 q > p 0.

引理 2　设 u (x ) ∈A (p , q) , p ≥ 1, 且W (x ) = u
q (x ) , 则W (x ) ∈A r, 其中 r = 1 +

q
p′,

1
p

+
1

p′= 1 (p = 1 时 r = 1).

由A (p , q) 的定义 (见[1 ], p544) 即可得证.

引理 3　 (1) 若 1 ≤ p < ∞, q1 ≤ q2, 则A (p , q2) Α A (p , q1) ;

(2) 若 1 ≤ q < ∞, p 1 ≤ p 2, 则A (p 1, q) Α A (p 2, q).

由定义及Hoβlder 不等式可证得.

引理 4　 设 u (x ) ∈A (1, q) ,
1
q

= 1 - Α, 0 ≤ Α< 1, 则存在 p 0 > 1, q0 > 1 满足 1
q0

=
1

p 0

- 2 而 u (x ) ∈A (p 0, q0).

证明　因为 u (x ) ∈A (1, q) , 所以由引理 2 可得,W (x ) = u
q (x ) ∈A 1. 再由引理 1 中的

逆Hoβlder 不等式知存在 ∆ > 0, c > 0, 使得

( 1
Λ(B )∫B

u
q (1+ ∆)

d Λ)
1

1+ ∆ ≤ c
1

Λ(B )∫B
u

q
d Λ, (2. 1)

另一方面选 q1 满足 1 < q1 < m in{1 + q,
1 + 2∆
1 + ∆ }. 则由 u

q (x ) ∈A 1 < A q1 可得

( 1
Λ(B )∫B

u
q
d Λ) ( 1

Λ(B )∫B
u

- q
q1- 1d Λ)

q1- 1
≤ c, (2. 2)

即

( 1
Λ(B )∫B

u
q
d Λ)

1
q ( 1

Λ(B )∫B
u

- q
q1- 1d Λ)

q1- 1

q ≤ c
1
q. (2. 3)

令 p ′
0 =

q
q1 - 1

, 则可求得 p 0 =
q

q - q1 + 1
, 且 p 0 > 1. 再由 1 - Α=

1
q
可求得满足 1

q0
=

1
p 0

- Α的 q0 =
q

2 - q1
且 q < q0 < q (1 + ∆).

最后由Hoβlder 不等式, (2. 1) 及 (2. 3) 可验证 u (x ) ∈A (p 0, q0) , 其中 1
q0

=
1

p 0
- Α. 证毕.

引理 5　设 u ∈A (1, q) , 1 ≤ q < ∞,
1
q

= 1 - Α, 0 ≤ Α< 1 且W (x ) = u
q (x ) , 则存在 p 0

> 1, q0 > 1 满足 1
q0

=
1

p 0
- Α使得 (W ,W

p 0
q0 ) ∈A (p 0, q0, Α).

由引理 2、引理 4 及A (p 0, q0, Α) 的定义 (见[1 ], p545) 即可得证.

引理 6
[ 1 ]　设 0 ≤ Α< 1, 1 ≤ p ≤ q < ∞,

1
q

-
1
p

+ Α≥ 0, 则
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∫
{M Αf > Κ}

W d Λ≤ c
Κq (∫X

û f û p
V d Λ)

q
p ,

对 f ∈L
p (V d Λ) 成立的充要条件是 (W , v ) ∈A (p , q, Α).

引理 7[ 4 ], [ 5 ]　设 T 是弱 (p j , q j ) 型的次可加算子, 其中 1 ≤ p j ≤ q j < ∞, j = 1, 2 且 q1 ≠

q2, 则当 0 < t < 1 时, 若 1
p t

=
1 - t

p 2
+

t
p 1

,
1
q t

=
1 - t

q2
+

t
q1

, 则 T 是 (p t, q t) 型的, 即存在常数

c > 0, 使得

(∫X
ûT f û qtd Λ)

1
qt ≤ c (∫X

û f û p td Λ)
1
p t ,

且当 t → 1 时, c = ct = O ( 1
1 - t

) , 其中 (X , Λ) 为测度空间.

引理 8　 若W (x ) > 0 为齐型空间 (X , d , Λ) 上的A p 权函数, 则W (x ) d Λ(x ) 满足双倍条

件, 即 (X , d ,W (x ) d Λ(x ) ) 构成一个新的齐型空间.

三 　 定理的证明

定理 1 的证明　设 g (x ) = f (x ) u
- qΑ(x ) ,W (x ) = u

q (x ) , T 为一个次线性算子

(T g ) (x ) = M Α(gW Α) (x ) ,

E k = {x ∈B û2k ≤ ûg (x ) û < 2
k+ 1}, k = 0, 1, 2, ⋯,

g k (x ) = ςE k
(x ) g (x ) ,

其中 ςE k
为 E k 的特征函数. 因为 u (x ) ∈A (1, q) ,

1
q

= 1 - Α, 所以由引理 4 知 u (x ) ∈A (p 0,

q0) , 其中 p 0 > 1, q0 > 1 且满足 1
q0

=
1

p 0
- Α由文献[1 ] 中的定理 1, 知 T 是 (X ,W d Λ) 空间上

的弱 (1, q) 型算子.

下面将证明 T 是 (X ,W d Λ) 上的弱 (p 0, q0) 型算子

事实上, 由引理 5 可得 (W ,W
p 0
q0 ) ∈A (p 0, q0, Α) , 从而由引理 6 可得

∫
{ (T g ) (x ) > Κ}

W d Λ≤ c

Κq0
(∫X

ûgW
Αû p 0W

p 0
q0 d Λ)

q0
p 0 , (3. 1)

而 ûgW Αû p 0W

p 0
q0 = ûg û p 0 õW

Αp 0+ 1- Αp 0 = ûg û p 0W , 从而

∫
{ (T g ) (x ) > Κ}

W d Λ≤ c

Κq0
(∫X

ûg û p 0W d Λ)
p 0
q0 , (3. 2)

即 T 是弱 (p 0, q0) 型的.

由引理 2 和引理 8 知 (X , d ,W d Λ) 是一个齐型空间.

设 1
p t

= t +
1 - t

p 0
,

1
q t

=
t
q

+
1 - t

q0
, 则由引理 7 知

(∫X
û (T g ) (x ) û qtW d Λ)

1
qt〈c (∫X

ûg (x ) û p t õW d Λ)
1
p t ,

其中 t =
k + 1
k + 2

, ct = O ( 1
1 - t

) = O (k + 2). 则由 1
q

= 1 - Α,
1
q0

=
1

p 0
- Α可证得 1

q t
=

1
p t

-
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Α. 因此

[∫B
û (T g ) (x ) û q

W d Λ]
1
q = [∑

∞

k= 0∫E k

û (T g k ) û q
W d Λ + ∫

{x∈B û0≤ûg (x ) û< 1}

û (T g ) û q
W d Λ]

1
q

≤ [∑
∞

k= 0∫E k

û (T g k ) û q
W d Λ + ∫B - E 1

û (T g 1) û q
W d Λ]

1
q

≤ [∑
k≠1∫E k

û (T g k ) û q
W d Λ + ∫B

û (T g 1) û q
W d Λ]

1
q

≤ [∑
∞

k= 0∫B
û (T g k ) û q

W d Λ]
1
q ≤∑

∞

k= 0

(∫B
û (T g k ) û q

W d Λ]
1
q

≤∑
∞

k= 0
[ (∫B

û (T g k ) û qk õW d Λ)
q

qk õ (∫B
W d Λ)

1- q
qk ]

1
q

≤∑
∞

k= 0

(W (B ) )
1
q - 1

qk õ ct (∫B
ûg k û

p kW d Λ)
1

p k ,

其中W (B ) = ∫B
W (x ) d Λ(x ) , 且

∫B
ûg k (x ) û p kW (x ) d Λ(x ) = ∫Ek

ûg k (x ) û p kW (x ) d Λ(x ) ≤ (2
k+ 1

)
p k õ∫E k

W (x ) d Λ(x ) ,

所以

　　[∫B
û (T g ) (x ) û q

W (x ) d Λ(x ) ]
1
q

　　　≤∑
∞

k= 0

(W (B ) )
1- 1

p k õ c (k + 2) õ 2
k+ 1 õ (∫E k

W (x ) d Λ(x ) )
1

p k

　　　 = cW (B )∑
∞

k= 0

(k + 2) õ [
W (E k )
W (B ) ]

1
p k õ 2

k+ 1
.

设N 1 = {k 为非负整数 û [
W (E k )
W (B ) ]

1
p k ≤ 3

- (k+ 1)
},N 2 为非负整数关于N 1 的余集. 下证对 k

∈N 2 由
W (E k )
W (B ) ≤ 1 可得存在常数 c 使得

[
W (E k )
W (B ) ]

1
p k

- 1
≤ c. (3. 3)

事实上, 由 k ∈N 2 可得[
W (E k )
W (B ) ]

1
p k > 3- (k+ 1)

, 所以W (B ) < (3
(k+ 1) )

p kõW (E k ) , 从而要证 (3. 3)

也即证

W (B ) ≤ c

p k
p k - 1W (E k ). (3. 4)

取 c = 3
p 0- 1

p 0 , 则

W (B ) < (3
(k+ 1) )

p k õW (E k ) = (c

p 0
p 0- 1

(k+ 1)
)

p k õW (E k ) ,

即 (3. 4) 式成立, 从而 (3. 3) 式成立. 则

[∫B
û (T g ) (x ) û q

W (x ) d Λ(x ) ]
1
q

　≤ cW (B )∑
k∈N 1

(k + 2) õ ( 2
3

) k+ 1 + cW (B )∑
k∈N 2

(k + 2) õ (
W (E k )
W (B )

)
1

p k
- 1

õW (E k )
W (B ) õ 2k+ 1
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　≤ cW (B )∑
∞

k= 0

(k + 2) õ ( 2
3

) k+ 1 + c∑
k∈N 2

(k + 2) õ 2k+ 1 õW (E k ).

而由级数判别法知∑
∞

k= 0

(k + 2) ( 2
3

) k+ 1 收敛, 且

　　　∫B
ûg (x ) û õ log

+ ûg (x ) ûW (x ) d Λ(x )

　　　　 = ∑
∞

k= 0∫E k

ûg k (x ) û õ log+ ûg k (x ) ûW (x ) d Λ(x )

　　　　　 + ∫
B - ∪

∞

k= 0
E k

ûg k (x ) û õ log+ ûg k (x ) ûW (x ) d Λ(x )

　　　　≥∑
∞

k= 0∫E k

ûg k (x ) û õ log
+ ûg k (x ) û õW (x ) d Λ(x )

　　　　 > ∑
∞

k= 0∫E k

2
k õ cõ (k + 2)W (x ) d Λ(x ) > c∑

k∈N 2

2
k+ 1 õ (k + 2)W (E k ) ,

从而

　　[∫B
û (T g ) (x ) û q

W (x ) d Λ(x ) ]
1
q

　　　≤ cW (B )∑
k∈N 1

(k + 2) õ ( 2
3

) k+ 1
+ c∑

k∈N 2

(k + 2) 2
k+ 1 õW (E k )

　　　≤ cW (B ) + c∫B
ûg (x ) û õ log+ ûg (x ) ûW (x ) d Λ(x )

　　　 = c[W (B ) + ∫B
ûg (x ) û õ log

+ û (g (x ) ûW (x ) d Λ(x ) ].

又由 g (x ) = f (x ) u
- qΑ

, (T g ) (x ) = M Α(g õW
Α) (x ) ,W = u

q
, 可得

(T g ) (x ) = M Α(f õ u
- qΑõ u

qΑ) (x ) = (M Αf ) (x ) , g (x ) = f (x ) u
1- q (x ).

综合可得

[∫B
û (M Αf ) (x ) u (x ) û q

d u (x ) ]
1
q ≤ c[W (B ) + ∫B

(û f (x ) û õ log
+ û f u

1- qû ) u (x ) d Λ(x ) ].

定理 2 的证明方法与定理 1 相似, 只需将原次线性算子 T 换成次线性算子 T 1:

(T 1g ) (x ) = I Α(gW
Α) (x ) ,

并注意到文献[1 ] 中的定理 2 (p 547) 及引理得到

[∫X
û (T 1g ) (x ) û qt õW (x ) d Λ(x ) ]

1
qt ≤ c[∫X

ûg (x ) û p tW (x ) d Λ(x ) ]
1
p t

时, 应用到齐型空间 (X , d , Λ) 中的条件 É . 这里省略证明.
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W e ighted Norm Inequal it ies of p = 1 for Fractiona l In tegra ls
and M ax imal Function s on Spaces of Hom ogeneous Type

L an J iacheng
(L ishu i T eachers′Co llege, Zhejiang 323000)

Abstract

In th is paper, w e study w eigh ted no rm inequalit ies of p = 1 fo r fract iona l and m ax im al

funct ion s on spaces of hom ogeneou s type.

Keywords　 the space of hom ogeneou s type, A (p , q) w eigh t funct ion s, fract iona l in tegra ls,

fract iona l m ax im al funct ion s.
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