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加权 BMO 函数空间上的 Hardy-L ittlewood 极大算子
Ξ

王　月　山
(河南焦作大学基础部, 454151)

摘　要　本文给出了H ardy2L itt lewood 极大函数的加权BM O 的有界性证明: 即若 f

∈BM Ow , w ∈A ∞, 且 inf
x∈R

n
M f (x ) < ∞, 则M (f ) (x )∈BM Ow , 且úM (f ) úw 3 ≤cú f úw 3 .
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§1　引言及主要结论

任给 f ∈L loc (R
n) , 定义H ardy2L it t lew ood 极大函数:

M (f ) (x ) = sup {
1

ûQ û∫Q
f (y ) d y : Q 为含 x 的方体},

Bennet t, D evo re 与 Sharp ly
[ 1 ]利用 Calderon2Zygm und 分解证明了当 inf

x∈R n
M (f ) (x ) < ∞时, 则

M (f ) (x ) ∈BM O , 且有: úM (f ) ú 3 ≤cú f ú 3 . 本文将给出M (f ) (x ) 的加权BM O 有界性的证

明.

在[2 ]中,B. M uckenhoup t 和R. L. W heeden 引入了加权BM O 函数空间的定义:

设 f (x )和w (x )为 R
n 上局部可积函数且w (x ) ≥0, 则称 f 为关于权w 的BM O 函数, 如

果存在常数 c 使得:

∫Q
û f (x ) - f Q ûd x ≤ c∫Q

w (x ) d x (这里 f Q =
1

ûQ û∫Q
f (x ) d x )

对所有边平行于坐标轴的R
n 中方体Q 成立. 记BM O w = {f : f ∈L loc (R

n) 且 f 满足上式}. 满足

上面式子最小的常数 c 叫 f 的BM O w 范数, 记为ú f úw 3 . [ 4 ]中证明了w ∈A 1时, L it tw ood2Pa2
ley 算子的BM O w 有界性. 对于M (f ) (x ) , 有下面的结论:

定理　若 f ∈BM O w , 且 inf
x∈R n

M (f ) (x ) < ∞, w ∈A ∞, 则M (f ) (x ) ∈BM O w , 且存在不依赖

于 f 的常数 c, 使得úM (f ) úw 3 ≤cú f úw 3 .

§2　引理及其证明

引理1　设 f ∈BM O w ,w ∈A ∞, 定义

ú f ú′
w 3 = sup

B

1
w (B )∫B

û f (y ) - f B ûd y ,
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其中B 为R
n 中的球, 则ú f ú′

w 3～ ú f úw 3 .

证明　设B 为在方体Q 的外接球, 则Q < B < 2Q , 由w ∈A ∞,
ûQ û
ûB û < 1,

ûB û
û2Q û < 1, 所以存

在小于1的数 c1, c
′
1, 使得: w (Q )≤c1w (B ) ,w (B )≤c

′
1w (2Q )≤cw (Q ) , 所以

ú f úw 3 = sup
Q

1
w (Q )∫Q

û f (y ) - f Q ûd y

≤ sup
B

[
c

w (B )∫B
û f (y ) - f B ûd y +

ûQ û
w (Q ) û f B - f Q ) ]

≤ c sup
B

1
w (B )∫B

û f (y ) - f B ûd y = cú f ú′
w 3

　　同样, ú f ú′
w 3 ≤cú f úw 3 , 所以ú f ú′

w 3～ ú f úw 3 .

引理2　记 f ∈BM O w ,w ∈A ∞, 则对任一球体B , 存在仅依赖于 n 的常数 c, 使得:

(∫R n

rû f (y ) - f B û 2

(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y )
1
2 ≤ cú f úw 3

w (B )
ûB û ,

其中 r 为B 的半径.

证明　首先, 有 1
ûB û∫B

û f (y ) - f B û 3
d y ≤ cú f ú 2

w 3
w 2 (B )

ûB û 2 . 事实上, 利用[ 2 ]中定理4及反

向Hoβlder 不等式[ 3 ]
,

∫B
û f (y ) - f B û 2

d y = ∫B
û f (y ) - f B û 2

w
- 4

3w
4
3 d y

≤ (∫B
û f (y ) - f B û 3

w - 2d y )
2
3 ( 1

ûB û∫B
w 4d x )

1
4õ 4

3 ûB û
1
3

≤ c[ ú f ú 2
w 3 w (B ) ]

2
3 ( 1

ûB û∫B
w d y )

4
3 ûB û

1
3

= cú f úw 3
w 2 (B )

ûB û .

　　其次, 令B j = 2 j
B 为半径为2j

r 的球,B 0= B , 则û f B k
- f B k- 1

û≤cú f úw 3
w (B k )

ûB k û , 利用 (∑
n

i= 1
a i)

2

≤ (n + 1)∑
n

i= 1
a

2
i ,

∫B k

û f (y ) - f B û 2
d y ≤ c[∫B k

û f (y ) - f B k
û 2

d y + ûB k û∑
k

j= 1
û f B j

- f B j - 1û
2
]

　≤ cú f ú 2
w 3 (

w 2 (B k )
ûB k û + ∑

k

j= 1

2n (k- j ) w 2 (B j )
ûB j û

) ≤ cú f ú 2
w 3 ∑

k

j= 1

2n (k - j ) w 2 (B j )
ûB j û .

类似于[4 ]中引理的证明:

∫R n

rû f (y ) - f B û 2

(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y ≤ cr- n∫B
û f (y ) - f B û 2d y + ∑

∞

k= 1∫Q køQ k- 1

rû f (y ) - f B û 2

(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y

　≤ cú f ú 2
w 3

w 2 (B )
ûB û 2 + c∑

∞

k= 1
2- k (n+ 1)

r- n∫B k

û f (y ) - f B û 2
d y

　≤ cú f ú 2
w 3

w 2 (B )
ûB û 2 + c∑

∞

k= 1
2

- k (n+ 1)
r- n∑

k

j= 1
2

(k - j ) n w 2 (B j )
ûB j û ú f úw 3
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　≤ cú f ú 2
w 3 (w

2 (B )
ûB û 2 + ∑

∞

j = 1
∑
∞

k= j

2- k w 2 (B j )
ûB j û 2 ) ≤ cú f úw 3 ∑

∞

j = 0

w 2 (B j )
ûB j û 2

　≤ cú f ú 2
w 3 ∑

∞

j= 0

w 2 (B j øB j - 1)
ûB j û 2 (B - 1 = 0)

　≤ cú f ú 2
w 3 ∑

∞

j= 0

(∫Q j øQ j - 1

rw (y )
(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y ) 2

　≤ cú f ú 2
w 3 (∑

∞

j = 0∫Q j øQ j - 1

rw (y )
(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y ) 2

　 = cú f ú 2
w 3 (∫R n

rw (y )
(r + ûy - y 0û ) n+ 1d y ) 2 ≤ cú f ú 2

w 3
w 2 (B )

ûB û 2 .

引理3　设B 0为半径为1的球, Υ(x ) = ςB 0
(x ) , Υt (x ) = t

- nΥ( x
t

) ,B�= 4B ,B 为中心为 x 0半径

为 r 的球, f ∈BM O w , 则

sup
t> 0

x∈B

û∫B�c
(Υt (x - y ) - Υt (x 0 - y ) ) (f (y ) - f B�) d y û ≤ cú f úw 3

w (B )
ûB û .

　　证明　令B x , x 0
( t) = B x ( t) ∃B x 0

( t) (∃ 为对称差) , 则当 t< 3r 及 x ∈B 时, B x , x 0
( t) ∩B�c=

Á . 而且: ûΥt (x - y ) - Υt (x 0- y ) û≤t
- nςB x , x 0

( t) (y ) , 由引理1

左≤ sup
t> 3r
x∈B

∫
t- r< ûy - x 0û< t+ r

t- nû f (y ) - f B�ûd y

≤ c sup
t> 3r

( ∫
t- r< ûy - x 0û< t+ r

t- 2nû f (y ) - f B�û 2
d y )

1
2 ( tn- 1 r)

1
2

≤ c (∫R n

rû f (y ) - f B�û 2

(r + ûy - x 0û ) n+ 1d y )
1
2

≤ cú f úw 3
w (B�)

ûB�û ≤ cú f úw 3
w (B )

ûB û .

　　引理4
[ 5 ]　设M

� (f ) (x )为球形极大函数:

M� (f ) (x ) = sup
x∈B

1
ûB û∫B

û f (y ) ûd y ,

则 c1M� (f ) (x )≤M (f ) (x )≤c2M� (f ) (x ).

§3　定理的证明

由引理4, 只需要证明úM
� (f ) úw 3 ≤cú f úw 3 即可. 又∫B

û f (y ) - f B ûd y ≤ 2∫B
û f (y ) -

aûd y , 所以只需要证明, 对某个常数 a ,∫B
ûM� (f ) (y ) - aûd y ≤ cú f úw 3 w (B ) .

设M
� (f ) (x 0) < ∞,B 为以 x 0为中心, 半径为 r 的球,B

�= 4B , 将 f 写成:

f = (f ) B�+ (f - f B�) ςB�+ (f - f B�) ςB�c= f 1+ f 2+ f 3,

则

Υt3 f (x ) = Υt3 f 1 (x ) + Υt3 f 2 (x ) + Υt3 f 3 (x ) ,

这里 Υt3 f 1 (x ) = cnf B�= aB 为常数 (对任 t> 0, x ∈R
n) , 又
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∫B
sup
t> 0

ûΥt3 f 2 (x ) ûd x ≤ c∫B
ûM� (f 2) ûd x ≤ cûB û

1
2 (∫R n

ûM� (f 2) (x ) û 2d x )
1
2

　≤ cûB û
1
2 (∫B�

û f - f B�û 2
d x )

1
2 ≤ cú f úw 3 w (B ) ,

以及

sup
x∈B
t> 0

ûΥt3 f 3 (x ) - Υt3 f 3 (x 0) û = sup
t> 0

x∈B

û∫B�c
(Υt (x - y ) - Υt (x 0 - y ) ) (f (y ) - f B�) d y û

≤ cú f úw 3
w (B )

ûB û ,

所以

∫B
ûM� (f ) (x ) - (aB + M� (f 3) (x 0) ) ûd x = ∫B

û sup
t> 0

Υt3 f (x ) - (aB + Υt3 f 3 (x 0) ) ûd x

　≤∫B
sup
t> 0

[ ûΥt3 f 2 (x ) û + ûΥt3 f 3 (x ) - Υt3 f 3 (x 0) û ]d x

　≤∫B
sup
t> 0

ûΥt3 f 2 (x ) ûd x + ûB û sup
t> 0

x∈B

ûΥt3 f 3 (x ) - Υt (f 3) (x 0) û

　≤ cú f úw 3 w (B ) + ûB û sup
t> 0

x∈B
∫B�c

(Υt (x - y ) - Υt (x 0 - y ) ) (f (y ) - f B�) d y û

　≤ cú f úw 3 w (B ).

定理证毕.
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Hardy-L ittlewood Operators on the Space
of Function s of W e ighted BMO

W ang Y ueshan
(J iaozuo U niversity, H enan 454151)

Abstract

In th is paper, w e p roved tha t if f ∈BM O w ,w ∈A ∞ and infM (f ) (x ) < ∞ , thenM (f )

is a lso in BM O wand there is a con stan t C independen of f such tha t úM f úw 3 ≤C ú f úw 3 .

Keywords　m ax im al opera to rs, boundedness of w eigh ted BM O , w eigh t funct ion s.
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