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线性泛函微分方程解的渐近表示
Ξ

邓飞其　　刘永清　　冯昭枢
(华南理工大学自动控制工程系, 广州510641)

摘　要　本文利用一类特殊方程的一致稳定性与收敛性定理研究 R n 中线性泛函微

分方程解的渐近表示, 在较弱的条件下得到了与文[ 1 ]同样的渐近积分公式. 文中还讨论了一

些特殊解的存在性、零解的吸引性等等.
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关于泛函微分方程渐近积分的研究, 文献中已有较多结果[ 1- 5 ]. 作者在文[ 1 ]中研究了一

类线性泛函微分方程的渐近积分, 本文研究更具有一般性的线性泛函微分方程

xα( t) = + ( t) x ( t) + ∫
0

- r
[d ΗΓ( t, Η) ]x ( t + Η) , (1)

其中 x ∈R
n , Γ( t,õ)在[ - r, 0 ]上具有有界变差, + ( t)为 n×n 连续矩阵函数, r> 0, 常数. 本文减

弱文[1 ]的条件、采用新的处理方法, 得到了与文[1 ]同样的渐近积分公式.

引入记号:

I ( t, Η) = exp [∫
t+ Η

t
+ (Σ) d Σ],

A ( t) = ∫
t

0
[+ (s) + ∫

0

- r
[d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) ]d s.

(2)

　　引理1　若条件:

(H )　

A ( t) Γ(s, Η) = Γ(s, Η)A ( t) ,

+ (s) Γ(s, Η) = Γ(s, Η) + (s) ,

+ ( t) + (s) = + (s) + ( t)

　Π t, s, Η (3)

满足, 则 (1)之任一解 x ( t)可表成:

x ( t) = exp (∫
t

0
[+ (s) + ∫

0

- r
[d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) ]d s) y ( t) , (4)

其中 y ( t)满足泛函微分方程

yα( t) = - ∫
0

- r
[d ΗΓ( t, Η) ] I ( t, Η) [y ( t) - y ( t + Η) ]

　 + ∫
0

- r
[d ΗΓ( t, Η) ] I ( t, Η) 5( t, Η) y ( t + Η) , (5)
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5( t, Η) = exp ( - ∫
t

t+ Η∫
0

- r
[d Β(s, Β) ] I (s, Β) d s) - I.

　　引理2
[ 1, 6 ]　若有自然数 p 使∫

0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈L

p
[0, ∞) , 则当 t →∞时, 方程

xα( t) = ∫
0

- r
[d ΗΓ( t, Η) ] [x ( t) - x ( t + Η) ]

之每一解趋于常向量且其零解一致稳定.

引理 3
[ 7 ]　若 ú õ ú 为诱导矩阵范数, Λ(õ) 为 ú õ ú 诱导的矩阵测度, 则对方阵A ,

úe
A ú ≤ e

Λ(A )
.

引理 4
[ 2 ]　若对某 p > 0, q (õ) ∈L

p
[0, ∞) , 则

( i)　∫
t

t- r
ûq (s) ûd s ∈L

p [0, ∞) ;

( ii)　∫
t

t- r
ûq (s) ûd s → 0 ( t →∞).

定理 1　若条件 (H ) 满足, Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界, 有自然数 p 使∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈L

p
[0,

∞) ,∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) , 则 Π Ε> 0, 方程 (1) 之任一解 x ( t) 可表成

　　　　x ( t) = exp (∫
t

0
[+ (s) + ∫

0

- r
[d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) d s) (c (Ε) + z ( t) ) , (6)

其中 c (Ε) 为一常向量, 对充分大的 t, úz ( t) ú < Ε.
证明　记方程

yα( t) = - ∫
0

- r
[d ΗΓ( t, Η) ] I ( t, Η) [y ( t) - y ( t + Η) ] (7)

之基解矩阵为U ( t, s). 由引理 3, 当 Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界时, I ( t, Η) 有界, 所以在定理条件

下, ∫
0

- r
ú [d ΗΓ( t, Η) ] I ( t, Η) ú ∈L

p [0, ∞). 于是由引理 2, (7) 之零解一致稳定, (7) 之解一致有

界, 且当 t→∞时 (7) 之任一解趋于常向量. 另外有∫
0

- r
ú [d ΗΓ( t, Η) ] I ( t, Η) 5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) ,

所以由扰动定理, (5) 之零解亦一致稳定, 从而其解一致有界. 由引理 4 之 ( ii) ,

∫
t+ r

t ∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) úd s

有界. 由[8 ] 中 pp. 163 之引理 6. 2, 有常数 K 使 úU ( t, s) ú ≤ K ( t ≥ s).

设 Ρ∈R , Υ∈C ( [ - r, 0 ], R
n) , 记 (5) 过 (Ρ, Υ) 之解为 y ( t) = y ( t, Ρ, Υ). 由 (5) 之解的一致

有界性, 有不依赖 Ρ的正常数 k , 使得 úy ( t) ú ≤ k ( t ≥ Ρ). 于是 Π ( ≥ Ρ, ûy ( û ≤ k , û õ û 为 ú õ

ú 在C ( [ - r, 0 ], R
n) 中诱导的范数. 用 Y ( t) = Y ( t, ( , y ( ) 表示 (7) 过 (( , y ( ) 之解. 由 (7) 之解

的一致有界性, 有不依赖于 ( 与 Ρ的常数M ≥ 1 使 úy ( t) ú ≤M .

由∫
0

- r
ú [d ΗΓ( t, s) ] I ( t, Η) 5( t, Η) ú 之L

1 可积性, 存在常数 ( ≥ ∆使

Β = Β(( ) = KM∫
∞

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úd s

满足 Βe
Β <

Ε
2

.

记 Ξ( t) = y ( t) - Y ( t) = y ( t, Ρ, Υ) - Y ( t, ( , y ( ) ( t ≥ ( ≥ Ρ). 由线性泛函微分方程的常
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数变量公式[ 8 ]
,

　　　 y ( t) = Y ( t) + ∫
t

(∫
0

- r
U ( t, s) [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) y (s + Η) d s

Ξ( t) = ∫
t

(∫
0

- r
U ( t, s) [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) Y (s + Η) d s

　 +∫
t

(∫
0

- r
U ( t, s) [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) Ξ(s + Η) d s.

由此易得

úΞ( t) ú ≤ Β + K∫
t

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úúΞ(s + Η) úd s.

作辅助函数

　　Τ( t) =
Β, ( - r ≤ t ≤ ( ,

Β + K∫
t

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úúΞ(s + Η) úd s, t ≥ ( ,

则Τ( t) 是[ ( - r, ∞) 上的单调不减非负连续函数, 且 úΞ( t) ú ≤Τ( t) , 于是对 s ≥ ( , úΞ(s + Η) ú
= Τ(s + Η) ≤ Τ(s) , Η∈ [ - r, 0 ], 于是由 Τ( t) 的定义式, 对 t ≥ ( ,

Τ( t) ≤ Β + K∫
t

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úΤ(s) d s,

于是由 Gronw all2Bellm an 不等式

　　　　Τ( t) ≤ Βexp (K∫
t

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úd s)

≤ Βexp (KM∫
t

(∫
0

- r
ú [d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) 5(s, Η) úd s) ≤ Βe

Β <
Ε
2

,

　　　　úy ( t) - Y ( t) ú = úΞ( t) ú ≤ Τ( t) <
Ε
2

.

由引理 2, 当 t →∞时, Y ( t) 趋于常向量. 设 Y ( t) → c = c (Ε) (因 ( 与 Ε有关, 所以 Y ( t) 以

及 c 与 Ε有关) , 那么存在 T ≥ ( , 使当 t ≥ T 时, úY ( t) - cú <
Ε
2

. 于是当 t ≥ T 时,

úy ( t) - cú ≤ úy ( t) - Y ( t) ú + úY ( t) - cú <
Ε
2

+
Ε
2

= Ε.

令 z ( t) = y ( t) - c, 则 úz ( t) ú < Ε, y ( t) = c + z ( t). 将此代入 (4) 即得 (6). 定理 1 证毕.

由定理 1 进而得到本文第一个主要结果:

定理 2　 若条件 (H ) 满足, Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界, ∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈ L

p [0, ∞) ,

∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) (p 为自然数) , 则 (1) 之任一解 x ( t) 可以表成:

x ( t) = exp (∫
t

0
[+ (s) + ∫

0

- r
[d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) ]d s) (c + z ( t) ) , (8)

其中 c ∈R
n 为常向量, z ( t) → 0 ∈R

n ( t →∞).

证明　设 x ( t) 是 (1) 之解, y ( t) 由 (4) 确定. 由定理 1 之证明, Π n = 1, 2, ⋯, 有常向量 cn

∈ R
n, 与函数 z n ( t) ∈R

n , 使 y ( t) = cn + z n ( t). 其中 z n ( t) 满足: 存在T n , 使当 t≥T n 时, úz n ( t) ú

<
1
n

. 由于 y ( t) 有界, úy ( t) ú ≤ k , 所以 úcnú = úy ( t) - z n ( t) ú ≤ úy ( t) ú + úz n ( t) ú ≤ k +
1
n

≤ k + 1, 所以{cn} 有界, 有收敛子列. 不妨设{cn} 本身收敛, cn → c ∈R
n (n →∞) , 于是 Π Ε>
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0, ϖ N > 0, 使当n ≥N 时, úcn - cú <
Ε
2

, 于是当n ≥m ax [N , [
2
Ε ] + 1 ] 时, úz n ( t) ú + úcn -

cú < Ε, 于是当 t ≥ T m (m = m ax [N , [
2
Ε ] + 1 ]) 时,

úy ( t) - cú ≤ úy ( t) - cm ú + úcm - cú = úzm ( t) ú + úcm - cú < Ε. (9)

(9) 说明: 当 t →∞时, y ( t) → c. 再令 z ( t) = y ( t) - c ( t ≥ Ρ) , 则 z ( t) → 0 ( t →∞) , 且 y ( t) =

c + z ( t). 由 (4) 得定理结论.

定理 3　 若条件 (H ) 满足, Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界, ∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈ L

p [0, ∞) ,

∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) , 则对任何常向量c∈R

n
, Ε> 0, 存在函数 z ( t) , úz ( t) ú < Ε( t

≥ T ) , 使 (8) 成为 (1) 之解.

证明 　 仍设 (7) 之基解矩阵为U ( t, s) , 仍然利用 úU ( t, s) ú ≤ K ( t ≥ s). 由∫
0

- r
úd ΗΓ( t,

Η) úú5( t, Η) ú 之L
1 可积性, 有 T 使 Χ= ∫

∞

T∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) úd s 满足 Χe

Χ
< Ε.

取 Υ∈C ( [ - r, 0 ], R
n) 为 Υ≡ c, 记方程 (5) 过 (T , Υ) 之解为 y ( t) = y ( t, T , Υ). 由唯一性

定理[ 8 ] , (7) 之过 (T , Υ) 之唯一解为 Y ≡ c. 类似上述证明, 用常数变易公式可证 úy ( t) - cú ≤

Χe
Χ

< Ε( t ≥ T ). 令 z ( t) = y ( t) - c, 即得定理结果.

定理 4　 若条件 (H ) 满足, Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界, ∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈ L

p [0, ∞) ,

∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) , 则在 (1) 的形如 (8) 的渐近积分中 (z ( t) → 0) , 至少有一个

常向量 c ≠ 0.

证明　只须证 (5) 之零解非吸引. 事实上, 由定理 3 之证明: 对任一单位向量 e, Ε=
1
2

, 有

(5) 之解 y ( t) 使 úy ( t) - eú <
1
2

, 所以可推出 úy ( t) ú >
1
2

> 0. 由此知 y = 0 非吸引. 证毕.

推论 1　若条件 (H ) 满足, Λ(+ ( t) ) 或 ú+ ( t) ú 有界, 且∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ∈L

2
[0, ∞) , 则定理

1—4 之结论成立.

证明　只须证∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1 [0, ∞). 令 d ( t) = exp (∫
t

t- r∫
0

- r
úd ΗΓ(s, Η) I (s,

Η) úd s) , 则易得 ú5( t, Η) ú ≤d ( t) - 1. 由+ (õ) 之有界性,∫
0

- r
úd ΗΓ(s, Η) I (s, Η) ú 仍属于L

2
[0, ∞) ,

故由引理 4, d ( t) - 1 ∈L
2
[0, ∞) , 从而由[2 ] 之引理 2. 2 与不等式

∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ≤ [∫

0

- r
úd ΗΓ( t, Η) ú ] [d ( t) - 1 ]

知∫
0

- r
úd ΗΓ( t, Η) úú5( t, Η) ú ∈L

1
[0, ∞). 证毕.

推论 2　 若定理 2 之条件成立, 且 úexp (- A ( t) ) ú 2 有界, 则 (1) 之零解是非吸引的, 其中

A ( t) = ∫
t

0
[+ (s) + ∫

0

- r
[d ΗΓ(s, Η) ] I (s, Η) ]d s.

证明　由定理 3, 有向量函数 z ( t) : úz ( t) ú <
1
2
使 (8) 成为 (1) 之解, 其中 c = e, úeú = 1.

于是可推出
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　úx ( t) ú 2
= [e + z ( t) ]

T
e

A T ( t)
e

A ( t)
[e + z ( t) ] ≥ Κm in [e

A T ( t)
e

A ( t)
]úe + z ( t) ú 2

≥ úexp (- A ( t) ) ú - 2
2 (úeú - úz ( t) ú ) 2 ≥ 1

4
k = con st. > 0,

由此知结论成立.

推论 3　 若条件 (H ) 满足,∫
0

- r
úd ΗΓ(õ, Η) ú ∈L

1
[0, ∞) , 则 (1) 之零解是非吸引的.
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A sym ptotic Represen ta tion of Solution s of L inear
Functiona l D ifferen tia l Equation s

D eng F eiqi　　L iu Y ong qing　　F eng Z haoshu
(D ep t. of A uto. , South Ch ina U niversity of T echno logy, Guangzhou 510641)

Abstract

In th is paper, asym p to t ic rep resen ta t ion of so lu t ion s of linear funct iona l d ifferen t ia l e2
quat ion s in R

n
is invest iga ted w ith an un ifo rm stab ility and convergence theo rem fo r a specia l

type of funct iona l d ifferen t ia l equa t ion s, and the sam e asym p to t ic in tegra t ion fo rm u la sam e

as tha t in [1 ] is ob ta ined under w eaker condit ion s. T he ex istence of som e type of specia l so2
lu t ion s of the equat ion s and the a t t ract ivity of the zero so lu t ion s of the equat ion s are a lso in2
vest iga ted in the paper.

Keywords　funct iona l d ifferen t ia l equa t ion s, stab ility, convergence, asym p to t ic rep resen ta2
t ion.
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