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关于迭代函数方程 f
2 (x ) = af (x ) + bx 的通解

Ξ

麦　结　华
(汕头大学数学研究所, 广东515063)

摘　要　设Κ的二次三项式Κ2- aΚ- b 的两个零点为Κ1= r, Κ2= s (a 及 b 为实数). 对0

< r< s, r< 0< s≠- r 及 r= s≠0这三种情形, J. M atkow sk i 与W einian Zhang 在“M ethod of

characterist ics fo r functional equations in po lynom ial fo rm”一文中给出了迭代函数方程

f 2 (x ) = af (x ) + bx , 对任 x ∈R ; f ∈C 0 (R , R ) (1)

的通解, 并证明了当 r 及 s 非实数时方程 (1) 无解. 对 r= - s≠0的情形,M. Kuczm a 已给出了

方程 (1)的通解. 本文则对 r< s< 0及 rs= 0这两种情形给出了方程 (1) 的通解. 此外, 本文还给

出了 r< 0< s≠- r 时关于方程 (1)的通解的一个简洁的证明.
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迭代函数方程是近年来受到人们关注的一个研究课题[ 1- 8 ]
. 形如

F
2 (Κx ) = ΚF (x ) , 对任 x ∈I≡[ - 1, 1 ]; F∈C

0 ( I , I ) ; F (0) = 1

(其中 Κ∈ (- 1, 0)是任一个给定的常数) 的方程通常称为 Feigenbaum 函数方程, 该方程与动

力系统中的某些普适性质有关, 已有一些文献讨论了它的某些类型的解[ 1- 3 ]
, 但它的通解目前

尚难于全部求出. 而形如

f
n+ 1 (x ) = ∑

n

i= 0
a if

i (x ) , 对任 x ∈R ; f ∈C 0 (R , R )

(a0, a1, ⋯, an 是实数)的函数方程, 当 n 较小时, 其通解的寻找或许不那么困难.

考虑 n= 2的情形. 文献[8 ]较详细地讨论了如下的函数方程:

f 2 (x ) = af (x ) + bx , 对任 x ∈R ; f ∈C 0 (R , R ) , (1)

其中 a 及 b 是任意给定的实数. 恒设 Κ的二次三项式 Κ2- aΚ- b 的两个零点为 Κ1= r= r (a , b)

及 Κ2= s= s (a , b). 显然我们有 r+ s= a , rs= - b, 因而方程 (1)亦可写成

f 2 (x ) = (r + s) f (x ) - rsx , 对任 x ∈R ; f ∈C 0 (R , R ). (1)′

对0< r< s, r< 0< s≠- r 及 r= s≠0这三种情形, 文献[8 ]求出了方程 (1)的通解, 并证明了当 r

及 s 是虚部不为0的复数时方程 (1) 无解. 当 r= - s≠0时, 方程 (1) 的通解已先在文献[ 4 ]中得

到. 下面将对剩下的 r< s< 0及 rs= 0这两种情形进行讨论并给出方程 (1)的通解. 此外, 本文还

将对 r< 0< s≠- r 这一情形进行讨论, 给出此时方程 (1)的通解的一个简单的证明.
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§1　方程 (1)的解的几个性质

以 Z 表示全体整数的集合, 以 R + = (0, ∞)表示全体正数的集合, R - = (- ∞, 0)表示全体

负数的集合. 限于连续函数, 文献[8 ]的引理1可写成

引理1. 1　设 f ∈C
0 (R , R ) 是方程 (1) 的解. 若方程 (1) 中的常数 b≠0, 则 f : R →R 既单且

满. 换言之, f 是从R 到R 的一个同胚映射. □

引理1. 2　设 f ∈C
0 (R , R ) 是方程 (1) 的解. 若 b≠0, 且 Κ的多项式 Κ2- aΚ- b 的两个根 r

与 s 不相等, 则对任 x ∈R 及任 n∈Z 均有

f
n (x ) = [s

n (f (x ) - rx ) + r
n (sx - f (x ) ) ]ö(s - r). (2)

　　证明　文献[8 ]的引理2已经指出, 当 n 为非负整数时 (2) 式成立, 当 n 为非正整数时下一

式成立:

f
n (x ) = [s

n (f - 1 (x ) - x ör) + r
n (x ös - f - 1 (x ) ) ]ö(1ös - 1ör). (3)

在 (3)式中以 f (x )代替 x , 以 n- 1代替 n , 可推知 n 为非正整数时 (2)式亦成立. □

下一引理实际上是[8 ]的引理3的 a)和 d) :

引理1. 3　设 f ∈C 0 (R , R )是方程 (1)的解. 若多项式 Κ2- aΚ- b 的根 r 及 s 均是正数, 或均

是负数, 且 r< s, 则对任 x ∈R 及任 y∈R - {x }均有

r ≤ [ f (y ) - f (x ) ]ö(y - x ) ≤ s. (4)

　　引理1. 4　设 f 是方程 (1) 的解. 若 Κ2- aΚ- b 的根 Χ及 s 均不等于1, 则 f 的不动点 (假如

存在的话)只能是0 (见文[8 ]的引理4).

引理1. 5　若 b≠0, 则当且仅当 g 是方程

g 2 (y ) = - ag (y ) öb + y öb, 对任 y ∈R ; g ∈C 0 (R , R ) (5)

的一个解时, f = g
- 1是方程 (1)的一个解.

证明　设 g 是方程 (5)的一个解, 则据引理1. 1, g 是个从R 到R 的同胚, 因而 f ≡g
- 1也是

个从R 到R 的同胚. 对任 x ∈R , 把 y = f
2 (x )代入 (5)式, 可知 (1) 式成立, 因而 f 是方程 (1) 的

解.

反之, 设 f 是方程 (1)的一个解. 令 g = f
- 1. 把 x = g

2 (y ) 代入 (1) 式 (任 y ∈R ) , 可知 (5) 式

成立. 因而 g 是方程 (5)的一个解. □

显然, 还有

引理1. 6　设 r 及 s 是多项式 Κ2- aΚ- b 的两个根, b≠0, 则1ör 与1ös 是 Λ的多项式 Λ2+

aΛöb- 1öb 的两个根. □

为了后面叙述的方便, 引进如下的定义:

定义1. 1　设 Ν是定义在R 的子集X 上的实值连续函数, 又设 Α≤Β是实数. 若对任 x ∈X

及任 y∈X - {x }均有 Α≤[Ν(y ) - Ν(x ) ]ö(y - x )≤Β, 则称 Ν是扩张率含于[Α, Β]的函数.

§2　r< s< 0的情形

下面总假定多项式 Κ2- aΚ- b 的根 r 及 s 均为实数. 对任{p , q}< R , 当 q≥p 时令[p ; q ]=

[p , q ], 当 q≤p 时令[p ; q ]= [q, p ].

(A )　r< s< - 1的情形.
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当 r< s< - 1时, 文献[8 ]的定理3给出了方程 (1) 的关于原点O 中心对称的, 即 f (- x )

= - f (x )对任 x ∈R 成立的解, 但未给出方程 (1)的通解. 为此我们提出如下的定理, 此定理实

际上给出了 r< s< - 1时方程 (1)的通解.

定理2. 1　设 r< s< - 1.

1)　若 f ∈C
0 (R , R )是方程 (1)的一个解, t= f (1) , c= a t+ b, J = [1; c ], Υ= f ûJ , 则

t ∈ [ r, s ], 　c ∈ [s2, r2 ], (6)

Υ(1) = t, 　Υ(c) = [s3 ( t - r) + r3 (s - t) ]ö(s - r) , (7)

r ≤ [Υ(u ) - Υ(v ) ]ö(u - v ) ≤ s, 对任 u ∈ J 及 v ∈ J - {u}. (8)

　　2) 　反之, 对任 t∈[ r, s ]及 J ≡[ 1; c ] (c≡a t+ b) 上的任一个满足 (7) 及 (8) 式的连续函数

Υ, 方程 (1)有唯一的解 f ∈C
0 (R , R )满足 f ûJ = Υ.

证明　1) 据引理1. 3知 f 是严格递减的. 据引理1. 4知0是 f 的唯一的不动点. 在 (4) 式中

取 y = 1, x = 0, 可知 t∈[ r, s ]. 由此推出

c∈{ay + b: y∈[ r, s ]}= [s
2, r

2 ].

注意到 c= f ( t) = f
2 (1) , Υ(c) = f

3 (1) , 由 (2)式可得到 (7) 式. 将 (4) 式限制在区间 J 上, 可得到

(8)式.

2)　对任 n∈Z , 令

tn = [s
n ( t - r) + r

n (s - t) ]ö(s - r) , (9)

显然 tn+ 2= a tn+ 1+ btn (任 n∈Z ) , 且 t0= 1, t1= t, t2= c, t3= Υ(c). 因 r< s< - 1, 故

⋯, t5, t3, t1, t- 1, t- 3, ⋯, 0, ⋯, t- 4, t- 2, t0, t2, t4, ⋯

是严格递增的数列, 且当 n→- ∞时 tn→0, 当偶数 n→∞时 tn→∞, 当奇数 n→∞时 tn→- ∞.

对任 n∈Z , 记 J n= [ tn , tn+ 2 ], 则 J 0= J , 且 Υ(J 0) = J 1. 令 Υ0= Υ: J 0→J 1. 对整数 i≥1, 假如

已经定义了扩张率含于[ r, s ]的逆转定向的同胚 (即严格递减的单且满的连续映射) Υi- 1: J i- 1→

J i 及 Υ- i+ 1: J - i+ 1→J - i+ 2, 那么, 继续定义 Υi: J i→J i+ 1及 Υ- i: J - i→J - i+ 1为

Υi (x ) = ax + bΥ- 1
i- 1 (x ) , 对任 x ∈ J i, (10)

Υ- i= Ω- 1
- i , (11)

其中 Ω- i: J - i+ 1→J - i的定义为

Ω- i (y ) = [Υ- i+ 1 (y ) - ay ]öb, 对任 y ∈ J - i+ 1. (12)

由 Υi- 1 ( tj ) = tj+ 1 ( j = i±1) 及 Υ- i+ 1 ( tk ) = tk+ 1 (k∈{- i+ 1, - i+ 3}) 容易从 (10) 及 (12) 式算出

Υi ( tj+ 1) = t j+ 2, Υ- i ( tk ) = tk- 1. 因Υi- 1 及Υ- i+ 1 的扩张率含于[ r, s ], Υ- 1
i- 1 的扩张率含于[1ös, 1ör ],

据 (10)及 (12)式可得

Υi (x ) - Υi (v )
x - v

= a+ bõ
Υ- 1

i- 1 (x ) - Υ- 1
i- 1 (v )

x - v
∈[a+

b
r

, a+
b
s

]

= [ r, s ], 　对任{x , v }< J i, x ≠v , (13)

　　　　
Ω- i (y ) - Ω- i (w )

y - w
=

Υ- i+ 1 (y ) - Υ- i+ 1 (w )
b (y - w ) -

a
b
∈[

s- a
b

,
r- a

b
]

= [
1
s

,
1
r

], 　对任{y ,w }< J - i+ 1, y ≠w . (14)

因此, Ω- i是扩张率含于[1ös, 1ör ]的逆向同胚, 而 Υi 及 Υ- i是扩张率含于[ r, s ]的逆向同胚.
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如此下去, 对任 n∈Z 均唯一地定义出一个扩张率含于[ r, s ]的逆向同胚 Υn: J n→J n+ 1,

它们满足

Υn+ 1Υn (x ) = aΥn (x ) + bx , 对任 x ∈ J n ,

Υn ( tn+ 2) = Υn+ 2 ( tn+ 2) , 对任 n ∈ Z.
(15)

令 f : R →R 为 f (0) = 0, f ûJ n= Υn (任 n∈Z ) , 则 f 连续, f ûJ = Υ, 且由 (15)式知 f 是 (1)的解.

还须证明如此的 f 是唯一的. 事实上, 假如 f ′∈C
0 (R , R ) 也是方程 (1) 的解, 且 f ′ûJ = Υ,

令 Υ′
n= f ′ûJ n (任 n∈Z ) , 则 Υ′

0= Υ0, 并且, 对任一正整数 i, 由 Υ′
i- 1= Υi- 1及方程 (1)可推出 Υ′

i= Υi,

由 Υ′
- i+ 1= Υ- i+ 1及方程 (1)可推出 Υ′

- i= Υ- i. 因此, f ′= f . □

注2. 1　在定理2. 1之2) 中, 令 d = d ( t) = [ s
3 ( t- r) + r

3 (s- t) ]ö(s- r). 容易看出, 当 t= r

(或 s)时, c= (r+ s) t- rs= r
2 (或 s

2) , d = r
3 (或 s

3) , 且

d - t
c- 1

=
r3- r
r2- 1

(或s3- s
s2- 1

) = r (或 s).

此时, 由 Υ(x ) = rx (或 sx ) (对任 x ∈J )定义的 Υ是 J 上唯一满足 (7)及 (8) 式的连续函数, 而由

f (x ) = rx (或 sx ) (对任 x ∈R )定义的函数 f 则是 (1)的满足 f (1) = r (或 s)的唯一的解.

当 t∈ ( r, s) 时, 记 Ε= t- r, ∆= s- t, p = (s
2- 1) Ε, q= ( r

2- 1) ∆, 则 Ε, ∆, p , q 均是正数. 此

时, s- r= Ε+ ∆, t= (sΕ+ r∆) ö(Ε+ ∆) , c= (s
2Ε+ r

2∆) ö(Ε+ ∆) ∈ (s
2, r

2) , d = (s
3Ε+ r

3∆) ö(Ε+ ∆) ∈

(r
3, s

3) , 且

d - t
c- 1

=
(d - t) (s- r)
(c- 1) (s- r) =

s3Ε+ r3∆- sΕ- r∆
s2Ε+ r2∆- Ε- ∆ =

sp + rq
p + q

∈ (r, s).

由此可知, 当 t∈ (r, s)时, 存在着无穷 (且不可数)多个满足 (7)及 (8)式的区间 J 上的连续函数

Υ使得 Υ(- t)≠- c. 因此, 当 r< t< s< - 1时, 方程 (1)有无穷多个关于原点O 不中心对称且满

足 f (1) = t 的解 f .

(B )　- 1< r< s< 0的情形.

据引理1. 5及引理1. 6容易证明, 当- 1< r< s< 0时, 定理2. 1中的1) 及2) 仍然成立, 在此不

必再重复叙述.

(C)　r< - 1< s< 0的情形.

引理2. 1　设 f 是方程 (1)的一个解. 若 r< - 1< s< 0, 则对任 x ∈R - {0}均有 f
2 (x )≠x.

证明　假如对某 v∈R - {0}有 f
2 (v ) = v , 则据 (2)式可得

v = f 2 (v ) = ⋯ = lim
n→∞

f
2n (v ) = lim

n→∞
r

2n (sv - f (v ) ) ö(s - r). (16)

但 n→∞时 r
2n→∞, 故无论 sv - f (v )是否等于0, (16) 式都不能成立. 因此, 对任 x ∈R - {0}均

有 f
2 (x )≠x. □

定理2. 2　若 r< - 1< s< 0, 则 f ∈C
0 (R , R ) 是方程 (1) 的一个解的充分必要条件是 f (x )

= rx (对任 x ∈R ) , 或 f (x ) = sx (对任 x ∈R ).

由此可知, 当 r< - 1< s< 0时方程 (1)恰有两个解.

证明　定理的充分性部分是显然的. 下面证定理的必要性部分. 设 f 是方程 (1) 的一个

解, 据引理1. 3及1. 4知 f 是严格递减的, f (0) = 0, 且

f (R + ) = R - , 　f (R - ) = R + , (17)

据引理2. 1, f
2 (1) = R + - {1}.
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若 f
2 (1) < 1, 则由引理2. 1及 f

2的连续性以及 (17)式可知对任 x ∈R - {0}均有û f
2 (x ) û

< û x û , 并且, 由此可进一步推出 lim
n→∞

f
n (x ) = 0. 于是, 据 (2) 式得 lim

n→∞
r

n (sx - f (x ) ) ö(s- r) = 0,

推出 f (x ) = sx (对任 x ∈R ).

若 f
2 (1) > 1, 则据类似的理由得û f

2 (x ) û > û x û , 且 lim
n→- ∞

f
n (x ) = 0 (对任 x ∈R - {0}). 据

(2)式得 lim
n→- ∞

s
n (f (x ) - rx ) ö(s- r) = 0, 从而 f (x ) = rx (任 x ∈R ). □

(D )　r= - 1且 s∈R - - {- 1}的情形.

引理2. 2　设 f 是方程 (1)的一个解, J = {x ∈R : f
2 (x ) = x }, K = {w ∈R : f (w ) = - w }. 若

r= - 1且 s< 0, s≠- 1, 则存在 Β∈[0, ∞ ]使得

J = [ - Β, Β] ∩R < K. (18)

　　证明　由引理1. 3及1. 4知 f 严格递减, f (0) = 0, 且

[ f 2 (x ) - f 2 (y ) ]ö(x - y ) ∈ [1; s2 ], 对任{x , y } < R , x ≠ y. (19)

假如 J ⁄ K , 则存在 u∈J - {0}使得 f (u )≠- u. 但此时将有

{
f (u ) - f (0)

u - 0
,

f 2 (u ) - f 2 (0)
f (u ) - f (0) }= {

f (u )
u

,
u

f (u ) }⁄ [ - 1; s ],

与引理1. 3矛盾. 故必有 J < K.

假如 J 不连通, 则存在{u , v }< J 及w < [ u; v ]使得w | J . 此时, 无论 f
2 (w ) > w 或是

f
2 (w ) < w 均有

{
f 2 (w ) - f 2 (u )

w - u
,

f 2 (v ) - f 2 (w )
v - w

}= {
f 2 (w ) - u

w - u
,

v - f 2 (w )
v - w

}⁄ [1; s
2 ].

但这与 (19)式矛盾, 故 J 必是R 的连通子集.

显然 J 是闭集. 于是, 存在 Β′∈[ - ∞, 0 ]及 Β∈[0, ∞ ]使得J = [Β′, Β]∩R. 因 J 是 f 不变

的, f ûJ 是从 J 到 J 的逆向同胚, 故当 Β= ∞时 Β′= - ∞, 此时 (18)式成立; 当 Β< ∞时必有 Β′
> - ∞, 且 f (Β) = Β′, 此时, 由 J < K 知 Β′= - Β, (18)式亦成立. □

定理2. 3　若 r= - 1且 s< 0, s≠- 1, 则 f ∈C
0 (R , R )是方程 (1) 的解的充分必要条件是存

在 Β∈[0, ∞ ]使得

f (x ) =

- x , 　　　　　 若 x ∈ [ - Β, Β] ∩R ;

- Β + s (x - Β) , 若 Β < ∞且 x ≥ Β;

Β + s (x + Β) , 若 Β < ∞且 x ≤- Β.

(20)

　　证明　当 f 如 (20)式所定义时, 容易验证 f 是方程 (1)的一个解.

反之, 设 f 是方程 (1)的一个解. 令 Β及 J 如引理2. 2所述, 则由引理2. 2可得

f (x ) = - x , 对任 x ∈ J . (20)′

据引理2. 2及 (19)式还可推出, 当 Β< ∞时,

[ f
2 (x ) - Χ]ö(x - Χ)∈[1; s

2 ]- {1}, 对任 x ∈R - J , Χ∈{Β, - Β}.

于是, 当 Β< ∞且 s∈ (- 1, 0)时有

lim
n→∞

f
2n (x ) =

Β, 对任 x ∈ [Β, ∞) ;

- Β, 对任 x ∈ (- ∞, - Β],
(21)

当 Β< ∞且 s< - 1时有

—78—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



lim
n→∞

f
- 2n (x ) =

Β, 对任 x ∈ [Β, ∞) ;

- Β, 对任 x ∈ (- ∞, - Β].
(22)

由 (21) , (22)及 (2)式可知, 无论 s∈ (- 1, 0)或是 s< - 1, 当 Β< ∞时总有

[sx - f (x ) ]ö(s + 1) =
Β, 对任 x ∈ [Β, ∞) ;

- Β, 对任 x ∈ (- ∞, - Β].
(20)″

由 (20)′及 (20)″式即可得到 (20)式. □

§3　b= 0的情形

文献[ 8 ]未讨论 b= - rs= 0的情形. 为了更完整一点, 不妨在此对 b= 0的情形略作讨论.

此时, 方程 (1)简化为

f 2 (x ) = af (x ) , 对任 x ∈R ; f ∈C 0 (R , R ). (1)″

　　定理3. 1　设 f ∈C
0 (R , R ) , 则 f 是方程 (1)″的解的充分必要条件是存在 Β∈[ - ∞, ∞) 及

Χ∈[Β, ∞ ]- {- ∞}使得下列各个条件成立:

( i)　f (R ) = [Β, Χ]∩R ;

( ii)　对任 x ∈[Β, Χ]∩R 均有 f (x ) = ax ;

( iii)　若 a> 1, 则 Β∈{- ∞}∪[0, ∞) , Χ∈ (- ∞, 0 ]∪{∞};

( iv)　若0< a< 1, 则- ∞≤Β≤0≤Χ≤∞;

(v)　若 a= 0, 则- ∞≤Β≤0≤Χ≤∞, 且当 Β= - ∞时 Χ< ∞;

(vi)　若- 1≤a< 0, 则当 Β= - ∞时 Χ= ∞, 当 Β> - ∞时- ∞< Β≤aΧ≤0≤aΒ≤Χ< ∞;

(vii)　若 a< - 1, 则[Β, Χ]= [ - ∞, ∞ ], 或者[ Β, Χ]= {0}.

证明　1) 设 f ∈C
0 (R , R ). 若存在 Β∈ [ - ∞, ∞) 及 Χ∈ [ Β, ∞ ]- {- ∞}使得条件 ( i) 及

( ii)成立, 则对任 y∈R , 由条件 ( i)知 f (y )∈[Β, Χ]∩R , 由条件 ( ii)知 f
2 (y ) = af (y ) , 因而 f 是

方程 (1)″的解.

2)　反之, 设 f 是方程 (1)″的解. 令 J 0= f (R ) , 又令 J = Jθ0为 J 0在 R 中闭包, 则 J 是 R 的

非空连通闭子集. 于是, 存在唯一的 Β∈[ - ∞, ∞)及 Χ∈[Β, ∞ ]- {- ∞}使得

J = f (R ) = [Β, Χ] ∩R , (23)

因而条件 ( i)成立.

对任 x ∈J 0, 取 y ∈f
- 1 (x ). 由 f

2 (y ) = af (y ) 可知 f (x ) = ax. 于是, 由 f 的连续性推出条

件 ( ii)成立.

当 a> 1时, 假如 Χ∈R + ≡ (0, ∞) , 则由条件 ( ii)及 ( i)推出 aΧ∈J . 但这与 (23)式矛盾. 因此

Χ| R + . 同理可证 Β| R - ≡ (- ∞, 0). 条件 ( iii)成立.

当0≤a< 1时, 任取 v∈J . 由条件 ( i) 及 ( ii) 知{a
n
c: n= 0, 1, 2, ⋯}< J . 因 J 是闭集, 故0∈

J , 从而推出条件 ( iv)成立.

当 a= 0时, 假如[Β, Χ]= [ - ∞, ∞ ], 则 J = R. 但这时由条件 ( ii)及 ( i)又可推出 J = {0}, 从

而导致矛盾. 故此当 Β= - ∞时 Χ< ∞. 条件 (v)成立.

当- 1≤a< 0时, 若 Β= - ∞, 则由条件 ( ii)可推出 Χ= ∞. 类似地, 由 Χ= ∞亦可推出 Β= -

∞. 于是, 当 Β> - ∞时 Χ< ∞, 此时, 由条件 ( ii) 及 ( i) 可推出[aΧ, aΒ]= f ( [ Β, Χ]) < [Β, Χ], 故

条件 (vi)成立.
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当 a< - 1时, 若 J ≠{0}, 取 c∈J - {0}, 则{⋯, a
5
c, a

3
c, ac, c, a

2
c, a

4
c, ⋯}是 J 的既无上

界又无下界的子集. 由此推出 J = R , 条件 (vii)成立. □

注3. 1　对任 Β∈ [ - ∞, ∞) 及 Χ∈ [Β, ∞ ]- {- ∞}, 只要 Β及 Χ满足定理3. 1中的条件

( iii) - (vii) (实际上只需按照 a 的值的大小满足其中的一个条件, 当 a= 1时更不必再满足什么

条件) , 便可以按照定理中的条件 ( ii)定义出函数 f 0≡f û [Β, Χ]∩R , 并按照条件 ( i)将 f 0扩充为

f ∈C
0 (R , R ) (当R - [ Β, Χ]≠Á 即[Β, Χ]≠[ - ∞, ∞ ]时, 将 f 0扩充为符合条件 ( i) 的 f 的方式

有无穷多种). 如此得到的 f 必定是方程 (1)″的解. 根据定理3. 1, 这个由 Β及 Χ决定 f 0并扩充

成 f 的过程实际上已给出了方程 (1)″的通解的构造.

§4　r< 0< s 且 r≠- s 的情形

仍设 r 及 s 是 Κ的二次多项式 Κ2- aΚ- b 的两个根 (或零点). 文献[8 ]的定理5讨论了 r< 0

< s 且 r≠- 1, s≠1, r≠- s 的情形, [ 8 ]的定理8讨论了 r< 0, r≠- 1且 s= 1的情形, [ 8 ]的定理

9讨论了 r= - 1, s> 0且 s≠1的情形. [ 8 ]的定理5的证明也显得较长了些. 其实, 可以将这三种

情形合并起来考虑, 将这三个定理合并为一个定理, 并且给出一个统一的简洁的证明.

引理4. 1　设 g n∈C
0 (R , R ) , 且 (- 1) n

g n (x )对 x 单调递增 (n= 0, 1, 2, ⋯). 若极限 g (x ) =

lim
n→∞

g n (x )对任 x ∈R 均存在, 则极限函数 g 是个常值函数.

证明　因 g (x ) = lim
n→∞

g 2n (x ) , 而 g 2n (x ) 对 x 递增, 故 g (x ) 对 x 递增. 又因 g (x ) =

lim
n→∞

g 2n+ 1 (x ) , 而 g 2n+ 1 (x ) 对 x 递减, 故 g (x ) 对 x 递减. 于是, g 只能是个常值函数. □

定理4. 1　若 r< 0< s, 且 r≠- s, 则 f ∈C
0 (R , R ) 是方程 (1) 的解的充分必要条件是 f (x )

= rx (对任 x ∈R ) , 或者 f (x ) = sx (对任 x ∈R ) , 或者, 当 s= 1时还可以是 f (x ) = rx + c (对任 x

∈R , c 可以是任一个给定的实数).

证明　定理的充分性部分是显然的. 下面证明定理的必要性部分. 设 f 是方程 (1) 的一个

解, 据引理1. 1知 f 严格单调. 若 f 严格递增, 由 (2)式可推出

sx - f (x ) =
lim
n→∞

(s - r) f
n (x ) ör

n
, 若 û rû > s;

lim
n→- ∞

(s - r) f
n (x ) ör

n
, 若 û rû < s.

(24)

因 (- 1) n (s- r) f
n (x ) ör

n 是 x 的递增函数 (任 n∈Z ) , 由 (24) 式及引理4. 1知极限函数 sx -

f (x ) 恒取常值, 即存在某 c ∈R 使得 f (x ) = sx + c 对任 x ∈R 成立. 把 f (x ) 的这一个表达

式代入方程 (1) r, 得 s
2
x + sc+ c= ( r+ s) (sx + c) - rsx , 推出 c= 0. 因此, 当 f 递增时 f (x ) = sx

(对任 x ∈R ).

若 f 严格递减, 由 (2)式可推出

f (x ) - rx =
lim
n→∞

(s - r) f
n (x ) ös

n
, 若 s > û rû;

lim
n→- ∞

(s - r) f
n (x ) ös

n
, 若 s < û rû.

(25)

因 (- 1) n (s- r) f
n (x ) ös

n 是 x 的递增函数 (任 n∈Z ) , 由 (25) 式及引理4. 1可同样推出 f (x ) =

rx + c (对任 x ∈R ). 将此表达式代入方程 (1)′中, 得

r2x + rc + c = (r + s) (rx + c) - rsx , (26)
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(26)式可化简为 (s- 1) c= 0. 因此, 当 s≠1时 c= 0, 当 s= 1时 c 可为任意给定的实数. □
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On Genera l Solution s of the Iterated Functiona l
Equation f 2 (x ) = af (x ) + bx

M a i J iehua
( Inst. of M ath. , Shantou U niversity, Guangdong 515063)

Abstract

L et a and b be rea l num bers, and let the tw o zero po in ts of the quadra t ic po lynom ia l Κ2 -

aΚ- b of Κbe Κ1 = r and Κ2 = s . Fo r the th ree cases 0 < r < s, r < 0 < s ≠- r , and r = s

≠ 0 , J. M atkow sk i and W ein ian Zhang ob ta ined genera l so lu t ion s of the itera ted funct iona l

equat ion

f 2 (x ) = af (x ) + bx , fo r a ll x ∈R ; f ∈C 0 (R , R ) (1)

in their paper“M ethod of characterist ics fo r funct iona l equat ion in po lynom ia l fo rm ”, and

p roved tha t there are no so lu t ion s of equat ion (1) w hen r and s are no t rea l num bers. Fo r the

case r = - s ≠ 0 , M. Kuczm a has g iven genera l so lu t ion s of (1). A nd in th is paper, fo r the

rem ain ing tw o cases r < s < 0 and rs = 0 , w e give genera l so lu t ion s of (1). M o reover, w e

give a sim p le p roof abou t genera l so lu t ion s of (1) in the case r < 0 < s ≠- r .

Keywords　con t inuou s funct ion, itera ted funct iona l equat ion, dynam ica l system , genera l so2
lu t ion.
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