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利用有限局部环 ZöP
m

Z 上的2阶交错矩阵
构作多个结合类的结合方案

Ξ

南　基　洙
(解放军农牧大学数学教研室, 长春130062)

摘　要　本文取有限局部环 Z öPm Z 上的全体2×2交错矩阵集作为处理的集合,构作

了有m 个结合类的结合方案,并且计算出参数.
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§　引　言

利用有限域上的矩阵构作结合方案是万哲先先生提出来的. 他在文章[1 ]中利用有限域上

2×2埃尔米特矩阵构作了两个结合类的结合方案,并且计算了参数. 后来[ 2 ]中把这种构作方

法推广到了有限域上的 n×n 埃尔米特矩阵及一般的m×n 矩阵的情形,也计算了这些结合方

案的参数. 本文的目的在于用[1 ], [ 2 ]中的思想方法,利用有限局部环 Z öP
m

Z 上的2×2交错矩

阵构作多个结合类的结合方案,并且计算了所作结合方案的参数.

§2　交错矩阵与引理

考虑有限局部环是 Z öP
m

Z , 其中 P 是整数环 Z 上的素数, m 是正整数. 用 aλ表示环 Z ö

P
m

Z 中的元素, a∈Z. 则易知环 Z öP
m

Z 的唯一极大理想是 (Pϖ).

设 K 是 Z öP
m

Z 上的 n×n 矩阵. 如 K′= - K ,且 K 的主对角线上的元素为0,则称 K 为交

错矩阵. 设 K 1与 K 2都是 Z öP
m

Z 上的 n×n 交错矩阵,如果有Q∈GL n (Z öP
m

Z )使Q K 1Q′= K 2,

则就说 K 1与 K 2是合同的. 易见与交错矩阵合同的矩阵一定是交错矩阵.

引理1　设 K 是有限局部环 Z öP
m

Z 上的2×2交错矩阵,那么 K 一定合同于

0 Pϖi

- Pϖi
0

,　0≤i≤m ,

其中当 i= 0时 Pϖ0
= 1;当 i= m 时, Pϖm

= 0.

证明　设 K =
0 K 12

- K 12 0
.

如果 K 12 | (Pϖ) ,则 K 12为环 Z öP
m

Z 上的可逆元素,所以 K 合同于
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K
- 1
12

1

0 K 12

- K 12 0

K
- 1
12

1
=

0 1

- 1 0
;

如果 K 12∈ (Pϖ) ,则不妨设 K 12= lγPϖi,m≥i> 0,其中 lγ| (Pϖ) ,所以此时 K 合同于

lγ- 1

1

0 lγPϖi

- lγPϖi 0

lγ- 1

1
=

0 Pϖi

- Pϖi 0
.

引理2 [ 5 ]　有限局部环 Z öP
m

Z 上方程 aλ1x 1+ ⋯+ aλnx n + bλ= 0有解 (x 1,⋯, x n )的充分必要

条件为 (a1,⋯, an , P
m ) ûb,其中 (a1,⋯, an , P

m )表示数 a1,⋯, an , P
m 的最大公因数. 并且方程的

解数为 (P
m ) n- 1× (a1,⋯, an , P

m ).

引理3　如果在有限局部环 Z öP
m

Z 上有 aλPϖr
= bλPϖs

, 0≤r< s≤m ,则必有 aλ∈ (Pϖ).

证明　如果 aλ| (Pϖ) ,则 aλ为可逆元素. 所以ϖ xθ∈Z öP
m

Z 使 Pϖr
= xθPϖs

,即 Pϖr (1- xθPϖ (s- r) )

= 0. 但易见1- xθPϖ (s- r) | (Pϖ) ,因此 Pϖr
= 0,矛盾. □

引理4[ 7 ]　

ûGL n (Z öP
m

Z ) û = P
m n2

õ∏
n- 1

i= 0

(1 - q
i- n) ) ; ûSL n (Z öP

m
Z ) û = P

m (n2- 1) õ∏
n- 2

i= 0

(1 - q
i- n) ).

其中 q= û (Z öP
m

Z ) ö(Pϖ) û.

§3　利用2×2交错矩阵构作结合方案

令 E 2表示有限局部环 Z öP
m

Z 上全体2×2交错矩阵构成的集合. 取这些2×2交错矩阵作

为处理. 结合关系定义如下:设 K 1, K 2∈E 2,如果存在 T∈GL 2 (Z öP
m

Z )使

K 1- K 2= T
0 Pϖi

- Pϖi
0

T′,

则定义 K 1与 K 2有第 i种结合关系. 那么,易证 E 2对于这m 个结合关系作成m 个结合类的结

合方案.

事实上,考虑 E 2的如下变换: H →PH P′+ H 3 , Π H ∈E 2,这里 P∈GL 2 (Z öP
m

Z ) , H 3 ∈

E 2. 全体这样的变换组成一个群,设为G. 那么易知G 在 E 2上可迁; 保持任二处理间的结合关

系;而且可迁地作用在具有同一结合关系的处理对上. 因此 E 2对这m 个结合关系构成m 个结

合类的结合方案.

下面具体计算参数. 显然, 处理的个数 v = P
m. 其次, 参数 n i 就是 E 2中合同于矩阵

0 Pϖi

- Pϖi
0
的交错矩阵的个数.

定理1　有限局部环 Z öP
m

Z 上合同于矩阵
0 Pϖi

- Pϖi
0
的2×2交错矩阵个数 n i =

ûGL 2 (Z öP
m

Z ) û
P

iõûSL 2 (Z öP
m

Z ) û
=

P
m - P

m - 1

P
i ,其中0≤i< m.

证明　用D 表示所有与 S =
0 Pϖi

- Pϖi
0
合同的2×2交错矩阵构成的集合.

考虑如下形式的合同交换H →PH P′, H ∈D ,这里 P∈GL 2 (Z öP
m

Z ). 由引理1知对每一
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个H ∈D ,存在 P∈GL 2 (Z öP
m

Z )使 PH P′=
0 Pϖi

- Pϖi 0
= S ,所以GL 2 (Z öP

m
Z )可迁地作用

在D 上. 令 GL 2 (Z öP
m

Z )中使 S 固定的子群为G ,那么ûD û= ûGL 2 (Z öP
m

Z ) ûöûG û.

计算ûGû. 设 P =
P 11 P 12

P 21 P 22

∈GL 2 (Z öP
m

Z )且有 P
0 Pϖi

- Pϖi 0
P′=

0 Pϖi

- Pϖi 0
,则有

0 Pϖi (P 11P 22- P 12P 21

- Pϖi (P 11P 22- P 12P 21) 0
=

0 Pϖi

- Pϖi
0

.

又知道 detP = P 11P 22- P 12P 21 | (Pϖ). 再由引理2,知道方程 x Pϖi
= Pϖi 的解数为 P

i
. 当然这些解

均不在 (Pϖ)上. 但容易知道,使 degP = detQ , P≠Q 的矩阵个数为ûSL 2 (Z öP
m

Z ) û. 所以

ûD û=
ûGL 2 (Z öP

m
Z ) û

P
iõûSL 2 (Z öP

m
Z ) û

,

定理2　参数

P
i
jk =

P
m - P

m - 1

P
j , 当 i> j = k 时;

P
m - P

m - 1

P
k , 当 i= j < k 时;

P
m - P

m - 1

P
j , 当 i= k< j 时;

P
m - 2P

m - 1

P
j , 当 i= j = k 时;

0, 其它情况.

证明　由于参数 P
i
ij与有第 i 种关系的处理对的选择无关, 为方便不妨取 H 1 = 0, H 2 =

0 Pϖi

- Pϖi
0

,并设 (H 1, H ) = j , (H 2, H ) = k. 即ϖ T ,Q∈GL 2 (Z öP
m

Z )使

H = T
0 Pϖj

- Pϖj
0

T′,

H = Q
0 Pϖk

- Pϖk 0
Q′+

0 Pϖi

- Pϖi 0
.

所以

H =
0 Pϖj

detT

- Pϖj
detT 0

,

H =
0 Pϖk

detQ

- Pϖk
detQ 0

+
0 Pϖi

- Pϖi
0

.

下面考虑能使 x , y | (Pϖ)的方程

x Pϖj = y Pϖk + Pϖi (3 )

的关于 x 或 y 的解的个数 Α
i
jk.

(事实上,能使
0 x 1Pϖr

- x 1Pϖr 0
=

0 x 2Pϖr

- x 2Pϖr 0
成立的交错矩阵的个数为 P

r).
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由引理2知,若m in ( j , k ) > i,则 (3 )关于 x 与 y 无解,即 Α
i
jk = 0. 故可设 i≥m in ( j , k ).

首先,考虑当 i> m in ( j , k )时方程 (3 )的解个数问题. 易知此时必有 j = k. 若不然,不妨设

m in ( j , k ) = k < j ,则方程 (3 )等价于 x Pϖj = Pϖk (y + Pϖi- k ). 但由引理3知此时必有 y∈ (Pϖ) ,矛

盾. 又这时,方程 (3 )等价于 (x - y ) Pϖj
= Pϖi

, 而此时方程关于 x | (Pϖ)的解的个数 Α
i
jk = P

m
-

P
m - 1,即 P

i
j k = (P

m - P
m - 1) öP

j.

其次,考虑在方程 (3 )中有 i= m in ( j , k )条件时解的个数 Α
i
jk. 如果再有 j≠k 且m in ( j , k )

= j ,则方程 (3 )等价于 (x - 1) Pϖj
= y Pϖk

. 故易知此时方程对任意 y | (Pϖ)均有 x | (Pϖ)的解. 所

以 Α
i
j k = P

m
- P

m - 1
,即 P

i
jk =

P
m

- P
m - 1

P
k ;如果方程 (3 )再有的条件是 j≠k 且m in ( j , k ) = k ,则方

程 (3 )等价于 x Pϖj
= Pϖi (y + 1). 故易见,此时任意 x | (Pϖ) ,均有 y | (Pϖ)的解. 所以 Α

i
jk = P

m
-

P
m - 1

,即 P
i
j k = (P

m
- P

m - 1) öP
j
.

最后,如果 i= m in ( j , k )且 j = k ,则从方程 (3 )知道,只有能使 y | (Pϖ) , (y + 1) | (Pϖ)的 y

才能使 x | (Pϖ)的 x 存在. 而易见,这样的 y 的个数为 P
m - P

m - 1- P
m - 1= P

m - 2P
m - 1,即

P
i
j k = (P

m
- 2P

m - 1) öP
j
.
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Using 2×2 A lternate M atr ices Over Z öP
m

Z to Con struct an
A ssoc ia tion Schem e with Severa l A ssoc ia tion Classes

N an J iz hu
(D ep t. of M ath. , U niversity of A gricu ltu re and A nim al Science of PLA , Changchun 130062)

Abstract

In th is paper, w e take the set of a ll 2×2 alterna te m atrices over fin ite loca l ring Z öP
m

Z

as the set of t rea tm en ts, ob ta in an associa t ion schem e w ith m associa te classes, and w ho se

param eters are a lso com pu ted.
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