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Hardy 空 间 的 等 价 刻 画
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摘　要　设G 为局部域 K 上的2n+ 1维H eisenberg 群. 本文证明了通过各种极大函

数定义的 H ardy 空间的等价性, 给出了 H ardy 空间的原子分解. 利用这些等价定义及一些卷

积算子定理, 给出了H ardy 空间的平方函数刻画——L uzin 面积函数刻画与L itt lewood2Paley

平方函数刻画.
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§1　预备知识

设 K 为局部域, H
n
K 为2n+ 1维 K 上的H eisenberg 群. 作为一个流形, H

n
K= K×K

2n
. 对 ( ti,

q i, p i)∈H
n
K, ti∈K, q i, p i∈K

n
, i= 1, 2, H

n
K 上的乘法定义为

( t1, q1, p 1)õ ( t2, q2, p 2) = ( t1+ t2+ p 1q2, q1+ q2, p 1+ p 2).

为简便起见, 把H
n
K 记为G. G 上的一个非A rch im edes 范ûõûH 定义为

û ( t, q, p ) ûH = m ax{û tû
1
2 , ûqû , ûp û},

其中ûõû为 K 或 K
n 上的非A rch im edes 范. 把ûõûH 简记为ûõû , 根据作用元素的不同很容易区

别它们. 对 Κ∈K
3

= Kø {0}, 伸缩映射D Κ定义为D Κ( t, q, p ) = (Κ2
t, Κq, Κp ). 对 x , y ∈G , x 至 y

的距离定义为ûx
- 1

y û. 现在定义G 中的球. 对 k∈Zö2= {0, ± 1
2

, ± 2
2

, ± 3
2

, ⋯}, 定义

　　O= O0= {u∈G: ûuû≤1},Ok = {u∈G: ûuû≤Χ- k
}, xOk = {u∈G: x

- 1
u∈Ok },

其中 Χ为一素数幂. 由于K
2n+ 1上的L ebesgue 测度为G 上的H aar 测度, 对 k∈Z,Ok 和Ok+

1
2
的

测度分别为

ûOk û= Χ- k (2n+ 2)
, ûOk+ 1

2
û= Χ

- (k+ 1) 2n- 2 (k+ 1
2

)

.

由于ûD ΚOk û= ûΚû 2n+ 2ûOk û , 我们称Q = 2n+ 2为G 的齐性维数. 一个类似于局部域的重要性质

为: G 中的两球要么分离要么其中一个包含另一个.

类似于局部域情形, G 上的检验函数定义为 S (G ) = {Υ: supp Υ为紧的, Υ在某子群O- s的

左右陪集上为常数}. S (G )上的拓扑可类似定义. S ′(G )为 S (G )上连续线性泛函张成的空间并
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赋予弱3 拓扑. 我们称 S ′(G )为分布空间.

§2　极大函数定义的 Hardy 空间

设 t, Α∈K
3

, f ∈S ′, Υ∈S , Υt (x ) = û tû - Q Υ(D 1
t
x ) ≡û tû - Q Υ( x

t
) , 非切向极大函数M

Α
Υf 与径

向极大函数M
0
Υf 定义为

M
Α
Υf (x ) = sup

ûx - 1y û≤ûΑtû
û f 3 Υt (x ) û , 　M

0
Υf (x ) = sup

t∈K
3

û f 3 Υt (x ) û.

命题2. 1　M
Α
Υf 和M

0
Υf 为下半连续函数, 因而为可测函数.

如果A 为一适当的检验函数的集合, 则总非切向极大函数与总径向极大函数定义为

M
Α
A f = sup

Υ∈A
M

Α
Υf , 　M

0

A f = sup
Υ∈A

M
0
Υf .

常规的方法可以证明

定理2. 2　对 Κ> Q = 2n+ 2, 令

A Κ= {Υ∈S : ûΥ(x ) û≤m ax{1, ûx û}- Κ.

对 f ∈L
p , 1≤p≤∞, 令

M
(Κ)

f (x ) = M
Α
A Κf ,

则存在常数 cΚ与 c
′
Κ使得

(1)　û{x :M
(Κ)

f (x ) > s}û≤cΚú f ú 1ös, 对所有 f ∈L
1, s> 0;

(2)　M
Κ
f ú p≤c

′
Κp (p - 1) - 1ú f ú p , 对所有 f ∈L

p , 1< p≤∞.

推论2. 3　如果 Υ为检验函数, 则存在A > 0, Κ> Q 使得û5 (x ) û≤A (m ax {1, ûx û}) {- Κ},

因而
(1)　û{x :M

Α
Υf (x ) > s}û≤A cΚú f ú {1ös, }对 f ∈L 1和 s> 0;

(2)　úM Α
Υf ú p≤A cΚp (p - 1) {- 1}ú f ú p , 对 f ∈L

p , 1< p≤∞

.

利用推论2. 3可以证明

定理2. 4　设 Υ满足推论2. 3中的假设, a = ∫Υ, 则对 f ∈L
p
, 1≤p≤∞, 有

lim
ûx - 1y û≤ûΑtû→0

f 3 Υt (y ) = af (x )　几乎处处成立.

设 u 为G×K
3 上的连续函数. 对 Α∈K

3 和 Κ> 0, 令

　　　　u
3
Α = sup

ûx - 1y û≤ûΑtû
ûu (y , t) û , u

3 3
Κ = sup

y∈G , t∈K3
ûu (y , t) û ( û tû

ûx - 1y û+ û tû
) Κ.

则类似于[2 ]中定理4. 1的证明方法可得

命题2. 5　如果0< p < ∞, Κ> Q öp , 则存在仅依赖于 Α, Κ和 p 的常数 c1> 0, c2> 0, 使得

c1úu
3
Α ú p≤úu

3 3
Κ ú p≤c2úu

3
Α ú p.

由上面命题立得

推论2. 6　 (1) 如果 f ∈S ′, Υ∈S , Κ> 0, 定义切向极大函数 T
Κ
Υf 为

T
Κ
Υf (x ) = sup

y∈G , t∈K3
û f 3 Υt (y ) û ( û tû

ûx - 1y û+ û tû
) Κ

,
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则M
Α
Υf ∈L

p 当且仅当 T
Κ
Υf ∈L

p
, 其中 Κ> Q öp , 且úM

Α
Υf ú p～ úT

Κ
Υf ú p.

(2)　在定义非切向极大函数M
Α
Υf 时可以任意改变 Α∈K3 的值而不改变M

Α
Υf 的L

p 性质,

因此常假设 Α= 1并简记M
1
Υf 为M Υf .

推论2. 7　úM Υf ú p～ úM
0
Υf ú p.

证明　假设 Υ在O- l的左右陪集上为常数, 有

M
0
Υf = sup

t∈K3
û f 3 Υt (x ) û = sup

ûx - 1y û< Χlû tû
û f 3 Υt (y ) û = M

Α
Υf (x ) ,

其中 ûΑû = Χl
. 因此 úM 0

Υf ú p～ úM Α
Υf ú p～ úM Υf ú p .

容易证明1≤p ≤∞时, 如果M
0
Υf ∈L

p 则 f ∈L
p
, 因此当 p > 1时, 由定理2. 2可得

úM
0
Υf ú p～ úM

Α
Υf ú p～ úM (Κ)

f ú p～ ú f ú p.

当 p≤1时, 我们对A Κ要求多一些, 为此定义

A k , l= {Υ∈S : supp Υ< O- k , Υ在O- l的左右陪集上为常数,∫ûΥû ≤ 1} ,

M k , lf (x ) = sup
Υ∈A k, l

M Υf (x ).

则有

定理2. 8　假设 Υ∈S ,∫Υ= 1 , 则存在 c> 0使得M k , lf (x )≤cT
N
Υ f (x )对所有N ∈N 和 f ∈

S ′, x ∈G 成立.

证明　因为 Υ∈S , 可以假设 supp Υ< O- m. 如果 Ω∈A k , l, t∈{x ∈K: ûx û= Χm - l
}, 则

Υt3 Ω(x ) = Ω3 Υt (x ) = Ω(x ).

因而

　　　û f 3 Ωs (y ) û= û f 3 Υst3 Ωs (y ) û≤∫G
û f 3 Υst (g z

- 1) ûûΩs (z ) ûd z

≤∫G
T

N
Υ f (x ) (ûx - 1y z - 1û+ ûstû

ûstû
)N ûΩs (z ) ûd z

= T
N
Υ f (x )∫G

(
ûx - 1y (D sw

- 1) û+ ûstû
ûstû

)N ûΩ(w ) ûdw .

由于ûD sw
- 1û= ûsûûw û , 对ûx

- 1
y û< ûx û , 有

ûx
- 1

y (D sw
- 1) û≤ûsûm ax{1, ûw û}= ÷ûsû〈w 〉.

因此

　　 sup
ûx - 1y û≤ûsû

û f 3 Ωs (y ) û≤T
N
Υ f (x )∫G

(ûsû〈w 〉+ ûstû
ûstû

)N ûΩ(w ) + dw ≤cN T
N
Υ f (x ).

这样便证明了M k , lf (x )≤cN T
N
Υ f (x ).

由定理2. 8与推论2. 6立得

推论2. 9　 (1) 对0< p ≤∞, Υ∈S ,∫Υ≠ 0 , úM Υf ú p～ úM k , lf ú p;

(2)　对0< p ≤∞, Υ, Ω∈S ,∫Υ≠ 0,∫Ω≠ 0 , úM Υf ú p～ úM Ωf ú p.

由此可证明

定理2. 10　如果0< p ≤∞, Κ> Q öp , Υ, Ω∈S ,∫Υ≠ 0,∫Ω≠ 0 , 则有

úM
0
Υf ú p～ úM Υf ú p～ úT

Κ
Υf ú p～ úT

Κ
Ωf ú p～ úM

0
Ωf ú p～ úM Ωf ú p～ úM k , lf ú p.
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由此定理可由M f 来表示上面讨论的任一种极大函数. 简单起见常取M f = M 5 f , 其中

5 为O的示性函数. 因此可以定义H ardy 空间H
p (G )为

H
p (G ) = {f ∈S ′:M f ∈L

p
}.

§3　Hardy 空间的原子分解

设0< p≤1, 1≤q≤∞, p < q. 一个 (p , q) 2原子为L
q 中的紧支集函数 a 使得

(1)　存在一球B 使得 supp a< B , úaú q≤ûB û 1öq- 1öp;

(2)　∫a (x ) d x = 0.

常规方法可证

命题3. 1　对每个 (p , q) 2原子 a , úM aú p≤1.

定义原子H ardy 空间H
p , q (G )为

H
p , q (G ) = {f ∈S ′: f = ∑

∞

1
Κia i (在分布意义下) , a i 为 (p , q) 2原子, ( ∑

∞

1
ûΚiû p ) 1öp

< ∞}.

如果 f ∈H
p , q

, f = ∑Κia i , 则我们称此式为 f 的原子分解. 此表示式不是唯一的, 定义ú f úH p , q

为

ú f úH p , q= inf{ ( ∑ûΚiû p ) 1öp
: ∑Κia i 为 f 的 (p , q) 2原子分解}.

类似于经典情形, 我们有

命题3. 2　H
p , q< H

p < S ′, 且是连续嵌入.

利用此命题可证

命题3. 3　H
p 是完备空间.

定理3. 4　如果0< p ≤1, 则H
p < H

p , ∞且是连续嵌入.

证明　利用H
p∩L

1在H
p 中的稠密性, 函数的Calderón2Zygm und 分解可以证明之.

推论3. 5　设0< p ≤1, 1≤q≤∞, p < q, 则H
p , q= H

p.

证明　易证如果1≤q< r≤∞, 则 (p , r) 2原子也为 (p , q) 2原子, 因而 H
p , r< H

p , q
. 故H

p <

H
p , ∞< H

p , r< H
p , 且是连续嵌入. 因此H

p , q= H
p.

§4　Hardy 空间的平方函数刻画

设 f ∈S ′, Α∈K
3 , Υ∈S 且∫Υ= 0. L uzin 面积函数 S

Α
Υf 定义为

S
Α
Υf (x ) = [∫K3∫ûx - 1y û< ûΑtû

û f 3 Υt (y ) û 2û tû - Q - 1
dy d t ]

1ö2
.

设0< Κ< ∞,L it t lew ood2Paley 函数 g Υf 和G
Κ
Υf 定义为

　　　　　g Υf (x ) = [∫K3 û f 3 Υt (x ) û 2û tû - 1
d t ]

1ö2
,

　　　　　G
Κ
Υf (x ) = [∫K3∫G

û f 3 Υt (y ) û 2 ( û tû
û tû+ ûx - 1y û

) 2Κû tû - Q - 1
dy d t ]

1
2.
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类似于经典情形的结果, 有

定理4. 1　假设0< p ≤2且0< ûΒû≤ûΑû< ∞. 如果S
Β
Υf ∈L

p 则S
Α
Υf ∈L

p 且存在仅依赖于 p

的常数 c 使得

úS
Α
Υf ú p≤c (ûΑöΒû ) Q öp úS

Β
Υf ú p.

推论4. 2　对0< p ≤2, Α, Β∈K3 , úS
Α
Υf ú p～ úS

Β
Υf ú p.

推论4. 3　假设0< p ≤2, Κ> Q öp. 如果 S
1
Υf ∈L

p
, 则 G

Κ
Υf ∈L

p 且úG
Κ
Υf ú p ≤cΚp úS

1
Υf ú p. 进一

步, úG
Κ
Υf ú p～ úS

1
Υf ú p.

证明　由于 (G
Κ
Υf (x ) ) 2 ≤ (S

1
Υf (x ) ) 2

+ ∑
∞

0

(1 + Χk ) - 2Κ(S
Αk
Υ f (x ) ) 2

, 其中ûΑk û= Χk+ 1
, 利用

定理4. 1可得úG
Κ
Υf ú p≤cΚp úS

1
Υf ú p. 又由于 S

1
Υf (x )≤2

Κ
G

Κ
Υf (x ) , 此推论得证.

定理4. 4　如果 Ω∈S , Κ> 0, 则存在常数 c> 0使得对所有 f ∈S ′, x ∈G , Υ∈S (满足∫Υ= 0)

有

S
1
Υ3 Ωf (x )≤cG

Κ
Υf (x ).

由推论4. 3及定理4. 4可得

推论4. 5　如果0< p ≤2, S
1
Υf ∈L

p
, 则 S

1
Υ3 Ωf ∈L

p 且úS
1
Υ3 Ωf ú p≤cp , ΩúS

1
Υf ú p.

现在着手揭示H
p 空间与L uzin 面积函数、L it t lew ood2Paley 函数之间的关系.

定理4. 6　如果 Υ∈S 且∫Υ= 0 , 则对0< p < ∞, 映射 f →g Υf 是H
p 到L

p 有界的.

证明　利用H ardy 空间上算子的插值、向量值H ardy 空间上一类卷积型算子的有界性可

以证明此定理.

定理4. 7　如果 Υ∈S 且∫Υ= 0 , Α∈K
3

, 则对0< p < ∞, 映射 f →S
Α
Υf 是H

p 到L
p 有界的.

对 f ∈S ′, 称 f 在无穷远处弱消失, 如果对任意 Υ∈S , 当û tû→∞时, 在 S ′中 f 3 Υt→0. 易证

如果 f ∈H
p (0< p < ∞) , 则 f 在无穷远处弱消失. 因此在下面定理中弱消失条件是必要的.

定理4. 8　设

0< p < ∞, Υ1, ⋯, ΥN , Ω1, ⋯, ΩN ∈S ,∫Υj =∫Ωj = 0, 1 ≤ j ≤N ,

且

∑
N

1∫K3 Υj
t 3 Ωj

t d töû tû = ∆ (D irac 函数).

如果 f 在无穷远弱消失, 对 Α∈K
3 和1≤j≤N 有 g Υj f ∈L

p 或 S
Α
Υj f ∈L

p , 则 f ∈H
p 且

ú f úH p ≤ cp∑
N

1
úg Υj f ú p , ú f úH p ≤ cp∑

N

1
úS

Υj

f ú p.

　　该定理的证明思路类似于经典情形.

令 5 k 为O- k的示性函数, f ∈S ′, 定义 f (x , k ) 为 f (x , k ) = ΧkQ
f 3 5 k (x ) , 称之为 f 的右正

则化函数. 利用定理4. 8可得:

推论4. 9　f ∈S ′且 f 在无穷远处弱消失, 则 f ∈H
p 当且仅当

　　　　 [∑
∞

- ∞
û f (x , k ) - f (x , k - 1) û 2

]
1ö2 ∈L

p (0 < p < ∞) , 且
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ú f úH p～ ú [∑
∞

- ∞
û f (x , k ) - f (x , k - 1) û 2 ]

1ö2úL p .
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Equiva len t Character iza tion s of Hardy Spaces

Z hou Guang ca i
(Southeast U niversity, N anjing 210018)

Z heng W eix ing
(D ep t. of M ath. , N anjing U niversity, N anjing 210093)

Abstract

L et G be the (2n + 1) 2dim en siona l H eisenberg group over a loca l f ield K. In th is paper

w e p rove the equ iva lence of H ardy spaces defined by som e k inds of m ax im al funct ion s and

give the a tom ic decom po sit ion of H ardy spaces. A pp lying these equ iva len t defin it ion s and

som e convo lu t ion opera to r theo rem s, w e characterize H ardy spaces by square funct ion s2
L uzin area funct ion s and L it t lew ood2Paley funct ion s.

Keywords　H eisenberg group , loca l f ield, H ardy space.
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