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调和映照与常平均曲率的曲面
Ξ

王　　红
(西北工业大学应用数学系, 西安710072)

摘　要　本文利用三维欧氏空间 R 3或三维M inkow sk i 空间 R 2. 1中常平均曲率的曲

面与 Sinh2L ap lace 方程和 Sinh2Go rdon 方程之间的关系, 研究了常平均曲率的曲面与R 2到 S 2

(或H 2) 及 R 1. 1到 S 1. 1 (+ 1) 的调和映照之间的内在联系, 并且提供了一种构造到球面 S 2, H 2

和 S 1. 1 (+ 1)的调和映照的方法.

关键词　常平均曲率的曲面, 高斯映照, 调和映照, Sinh2L ap lace 方程, Sinh2Go rdon

方程.
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§1　引　言

在与曲面的常平均曲率有关的许多问题中, 最有影响的猜想之一是 Hopf 猜想. 1985年,

H. C. W en te
[ 1 ]构造出了浸入在三维欧氏空间 R

3中常平均曲率的环面, 这给出了Hopf 猜想的

一个反例. 我们注意到: 在W en te 构造环面的过程中, 其中重要一步是在 R
3中选取了一组特殊

的等温坐标, 使得常平均曲率的曲面与 Sinh2L ap lace 方程建立了某种内在的联系. 继W en te

之后, 构造具有常平均曲率的曲面变得更为吸引人了[ 2 ]
.

另一方面, 在文献[ 3 ]中我们分别找到了三维M inkow sk i 空间 R
3. 1中常平均曲率的类空

曲面和类时曲面上一组适当的等温坐标, 使得我们能将 R
2. 1中常平均曲率的曲面与特殊的

Sinh2L ap lace 方程和 Sinh2Go rdon 方程建立了某种内在的联系. 进一步, 从 Sinh2L ap lace 方

程, Sinh2Go rdon 方程的解出发, 利用上述关系分别构造出了 R
2. 1中具有平均曲率 1

2
的完备的

类空曲面和类对曲面. 本文将继续利用 R
3或 R

3. 1中常平均曲率的曲面与 Sinh2L ap lace 方程,

Sinh2Go rdon 方程之间的关系以及“R
3或 R

2. 1中曲面的平均曲率为常数的充要条件是曲面的

高斯映照为调和映照”这一重要事实, 研究了常平均曲率的曲面与 R
2到 S

2 (或 H
2) 及 R

1. 1到

S
1. 1 (+ 1)的调和映照之间的内在联系, 并且提供了一种构造到球面 S

2
, H

2和 S
1. 1 (+ 1) 的调和

映照的方法.
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§2　常平均曲率的曲面与 Sinh-Laplace 方程
和 Sinh-Gordon 方程

首先, 将三维M inkow sk i 空间 R
2. 1中常平均曲率的类时曲面与 Sinh2Go rdon 方程建立联

系.

设M 是R
2. 1中无脐点的类时曲面, {P , e1, e2, e3}是M 上一个L o ren tz 单位正交标架, 满足

e
2
1= e

2
3= 1, e

2
2= - 1, 而且 e1, e2与M 相切, e3是M 的单位法向量. 设 Ξi ( i= 1, 2, 3) 是 ei 的对偶12

形式, 则曲面M 的基本方程可以表示为

d P = Ξ1
e1 - Ξ2

e2,

d ea = ∑
b

Ξb
aeb + Ξ3

ae3　 (a , b = 1, 2) ,

d e3 = ∑
a

Ξa
3ea ,

(2. 1)

其中

Ξ2
1 = Ξ1

2, Ξ1
3 = - Ξ3

1, Ξ2
3 = Ξ3

2. (2. 2)

由于 Ξ3= 0, 由Cartan 引理可知: Ξ3
a = ∑

b

h abΞb (a , b = 1, 2) , 并且 hab= hba. 如果我们选取 e1, e2

是M 的主方向, 则 Ξ
3
a= k aΞa (a= 1, 2). 此时, 曲面M 的第一、第二基本形式可表为:

É =〈d P , d P 〉= (Ξ1) 2- (Ξ2) 2, Ê = k 1 (Ξ1) 2- k 2 (Ξ2) 2.

注意到 k 1和 k 2是曲面M 的主曲率, 于是, 曲面M 的 Gau ss 曲率和平均曲率分别为:

K = k 1k 2, H =
1
2

(k 1 + k 2). (2. 3)

可以适当选取坐标参数, 使得 Ξ1= Κd u , Ξ2= Λd v , 其中 Κ= Κ(u , v ) , Λ= Λ(u , v )均为可微函数. 进

一步, 假定M 是R
2. 1中具有常平均曲率H =

1
2
的类时曲面, 由 (2. 3)可得 k 1+ k 2= 1. 注意到M

上没有脐点, 令: k 1=
1
2

(1+ e
- Α) , k 2=

1
2

(1- e
- Α) , 其中 Α= Α(u , v ) 为可微函数. 由曲面M 的基

本方程 (2. 1)的可积性条件知: Κ= Λ= e
Α
2 , 并且 Α满足- Sinh2Go rdon 方程:

Αuu - Αvv + shΑ= 0. (2. 4)

此时, 曲面M 的第一、第二基本形式为:

É = e
Α(d u 2 - d v 2) ,

Ê = e
Α
2 (ch

Α
2

d u 2 - sh
Α
2

d v 2).
(2. 5)

若记 5 = (m , n , l)
T = (e1, e2, e3) T. 则线性系统:

5 u = U 5 , 　5 v = V 5 , 　U ,V ∈ SO (2. 1) (2. 6)

是可积的, 其中

U =

0
Αv

2
ch

Α
2

Αv

2
0 0

- ch
Α
2

0 0

, 　V =

0
Αu

2
0

Αu

2
0 sh

Α
2

0 sh
Α
2

0

. (2. 7)

—811—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



　　同理, 可以建立 R
3中常平均曲率的曲面以及 R

2. 1中常平均曲率的类空曲面与±Sinh2
L ap lace 方程之间的联系. 现将文献[1 ]和[3 ]中的研究结果总结如下:

定理1　设M 是 R
3或 R

2. 1中无脐点的常平均曲率 1
2
的曲面, 那么存在一组局部等温坐标

使得M 具有如下的第一、第二基本形式:

　　　

曲面 符号 第一基本形式 第二基本形式 方程

M < R 2. 1 + , - e
Α(d u 2- d v 2) e

Α
2 (ch

Α
2

d u 2- sh
Α
2

d v 2) Αuu- Αvv + shΑ= 0

M < R 2. 1 + , + e
Α(d u 2+ d v 2) - e

Α
2 (ch

Α
2

d u 2+ sh
Α
2

d v 2) Αuu+ Αvv - shΑ= 0

M < R 3 + , + e
Α(d u 2+ d v 2) e

Α
2 (ch

Α
2

d u 2+ sh
Α
2

d v 2) Αuu+ Αvv + shΑ= 0

进一步, 设{ei} ( i= 1, 2, 3) 为M 上与上述局部等温坐标相容的一个欧氏或L o ren tz 单位正交

标架场, 使得 e1, e2与M 相切, e3为M 的法向量. 记 5 = (m , n , l)
T
= (e1, e2, e3) T

. 线性系统: 5 u =

U 5 , 5 v = V 5 是可积的, 其中: 若M 是R
2. 1中类时曲面, 则U ,V ∈SO (2. 1) ,

U =

0
Αv

2
ch

Α
2

Αv

2
0 0

- ch
Α
2

0 0

, 　V =

0
Αu

2
0

Αu

2
0 sh

Α
2

0 sh
Α
2

0

;

若M 是R
2. 1中类空曲面, 则U ,V ∈SO (2. 1) ,

U =

0 -
Αv

2
ch

Α
2

Αv

2
0 0

ch
Α
2

0 0

, 　V =

0
Αu

2
0

-
Αu

2
0 sh

Α
2

0 sh
Α
2

0

;

若M 是R
3中曲面, 则U ,V ∈SO (3).

U =

0 -
Αv

2
ch

Α
2

Αv

2
0 0

- ch
Α
2

0 0

, 　V =

0
Αu

2
0

-
Αu

2
0 sh

Α
2

0 - sh
Α
2

0

.

　　定理1表明: 对于 R
3或 R

2. 1中具有常平均曲率 1
2
的曲面, 在适当选取的等温坐标下,

±Sinh2L ap lace方程或- Sinh2Go rdon 方程恰是曲面的基本方程的可积条件.

§3　常平均曲率的曲面与调和映照

设M 是R
2. 1中无脐点的类时曲面, 在局部坐标 (u , v )下, {P , e1, e2, e3}是M 上一个L o ren tz
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单位正交标架, 满足 e
2
1= e

2
3= 1, e

2
2= - 1, 而且 e1, e2与M 相切, e3是M 的法向量. 由曲面M 的

Gau ss 映照 e3:M →S
1. 1 (+ 1) 确定的映照 l: R

1. 1→S
1. 1 (+ 1) 使得 l (u , v ) = e3 (u , v ) 仍称为M 的

Gau ss 映照. 由参考文献[4 ]可知: l 为调和映照, 并且 l 满足调和映照方程:

luu - lvv + ( l
2
u - l

2
v ) õ l = 0. (3. 1)

进一步, 若 l 满足规范条件:

l
2
u + l

2
v = 1, 　lu õ lv = 0, (3. 2)

则称 l 为规范调和映照. 另一方面, 由参考文献[ 5 ]可知: R
3或 R

2. 1中曲面的平均曲率为常数的

充要条件是曲面的 Gau ss 映照为调和映照. 这样, 结合上节关于常平均曲率曲面的研究, 可以

将调和映照 l: R
1. 1→S

1. 1 (+ 1)与- Sinh2Go rdon 方程建立联系.

命题1　设M 是 R
2. 1中无脐点的常平均曲率为 1

2
的类时曲面, (u , v ) 为由定理1确定的局

部等温坐标, 那么存在函数 Α(u , v ) 满足 Sinh2Go rdon 方程 Αuu - Αvv + shΑ= 0与M 的 Gau ss 映

照 l: R
1. 1→S

1. 1 (+ 1)满足调和映照方程 (3. 1)和规范条件 (3. 2)是等价的.

证明　若M 是R
2. 1中无脐点的常平均曲率为 1

2
的类时曲面, 由定理1可知: 存在局部等温

坐标 (u , v )及可微函数 Α(u , v ) 满足- Sinh2Go rdon 方程 Αuu - Αvv + shΑ= 0, 并且线性系统 (2. 6)

和 (2. 7)是可积的. 对于M 的 Gau ss 映照 l: R
1. 1→S

1. 1 (+ 1). 由 l (u , v ) = e3 (u , v ) 可知: l
2 (u , v )

= 1. 再由 (2. 6)和 (2. 7)可得:

lu = - ch
Α
2

m , lv = sh
Α
2

n. (3. 3)

注意到m , n , l 两两彼此正交, 并且m
2 (u , v ) = e

2
1 (u , v ) = 1, n

2 (u , v ) = e
2
2 (u , v ) = - 1. 于是, 由

(3. 3)可得:

l
2
u+ l

2
v = 1, luõlv = 0.

对以上两式微分, 可得: luu- lvv + ( l
2
u- l

2
v ) l= 0. 即 l 满足调和映照方程 (3. 1)和规范条件 (3. 2).

反之, 若曲面M 的 Gau ss 映照 l: R
1. 1→S

1. 1 (+ 1) 是一个规范调和映照, 由规范条件 (3.

2) , 令

lu = - ch
Α
2

m ,

m u = ch
Α
2

l + A n ,

nu = A m ,

　　　

lv = sh
Α
2

n ,

m v = B n ,

nv = sh
Α
2

l + B m ,

(3. 4)

其中m , n , l 两两彼此正交, 并且m
2= l

2= 1, n
2= - 1, Α= Α(u , v ) , A = A (u , v ) , B = B (u , v ) 均为

可微函数. 将 (3. 4) 代入调和映照方程 (3. 1) , 可得: A =
Αv

2
, B =

Αu

2
. 再由系统 (3. 4) 的可积性, Α

必须满足- Sinh2Go rdon 方程 Αuu- Αvv + shΑ= 0. 证毕.

同理, 对 R
3 (或 R

2. 1) 中无脐点的常平均曲率 1
2
的曲面 (或类空曲面) 可以做相应的讨论.

将研究结果总结如下:

定理2　设M 是R
3或R

2. 1中无脐点的常平均曲率 1
2
的曲面, 在定理1确定的局部等温坐标

下, 将M 的 Gau ss 映照满足的调和映照方程和规范条件以及与它们等价的 Α2方程表示如下:

—021—
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曲面 符号 Gau ss 映照 调和映照方程 规范条件 Α方程

M < R 2. 1 + , - l: R 1. 1→S 1. 1 (+ 1) luu- lvv + ( l
2
u- l

2
v ) l= 0

l
2
u+ l

2
v = 1

luõlv = 0
Αuu- Αvv + shΑ= 0

M < R 2. 1 + , + l: R 2→H 2 luu+ lvv - ( l
2
u+ l

2
v ) l= 0

l
2
u- l

2
v = 1

luõlv = 0
Αuu+ Αvv - shΑ= 0

M < R 3 + , + l: R 2→S 2 luu+ lvv + ( l
2
u+ l

2
v ) l= 0

l
2
u- l

2
v = 1

luõlv = 0
Αuu+ Αvv + shΑ= 0

定理2表明: 若 Α(u , v ) 是单连通区域 8 < R
2 (或 8 < R

1. 1 ) 上±Sinh2L ap lace 方程 (或

- Sinh2Go rdon 方程) 的一个解, 则解定理1中相应线性系统可得 d : 8 (< R
2) →S

2或 H
2 (或 l:

8 (< R
1. 1)→S

1. 1 (+ 1) ) 的一个规范调和映照. 由此提供了一种构造到球面 S
2, H

2和 S
1. 1 (+ 1)

的调和映照的方法. 例如: 在文献[3 ]中, 构造R
2. 1中具有平均曲率 1

2
的完备的类时曲面和类空

曲面的过程中, 分别确定了一族规范调和映照 l (Κ, Λ) : R
1. 1→S

1. 1 (+ 1)和 lπ(Κ, Λ) : R
2→H

2.

最后, 对于任意 l: R
2→S

2 (或H
2, 或 l: R

1. 1→S
1. 1 (+ 1) )为调和映照, 可以证明它就是R

3或

R
2. 1中某个常平均曲率曲面的 Gau ss 映照. 将其写为下述定理:

定理3　设 8 是 R
2 (或 R

1. 1) 中单连通区域, 对于任意给定的调和映照 l: 8 →S
2 (或H

2, 或

l: 8 (< R
1. 1) →S

1. 1 (+ 1) ) 必存在 R
3 (或 R

2. 1) 中一个常平均曲率为 1
2
的正则曲面M (或类空曲

面, 或类时曲面) , 其 Gau ss 映照G 满足G . Υ= l. 这里 Υ: 8 →M 是共形映照, 使得 (u , v )∈8 是

曲面M 上由定理1确定的局部等温坐标.

证明　先对 l: 8 (< R
1. 1)→S

1. 1 (+ 1)为调和映照的情形证明. 由文献[ 6, 7 ]知: 任一调和映

照 l: 8 →S
1. 1 (+ 1)是一个共形映照 Υ与一个由解- Sinh2Go rdon 方程 Αuu - Αvv + shΑ= 0和线性

系统 (2. 6)和 (2. 7)所得的规范调和映照G 的乘积, 即: l= G . Υ. 因此, 只须证明: 在 R
2. 1中存在

一个曲面M , 使其 Gau ss 映照恰为G 即可!对于G 而言, 设 Α0 (u , v )是方程 Αuu- Αvv + shΑ= 0在

8 上的一个解, 则线性系统 (2. 6)和 (2. 7)关于 Α0 (u , v )是完全可积的. 于是曲面的基本方程 (2.

1)中第三式是可积的. 另一方面, 对于如下的第一、第二基本形式:

É = e
Α0 (d u 2 - d v 2) ,

Ê = e

Α0
2 (ch

Α0

2
d u 2 - sh

Α0

2
d v 2) ,

(3. 5)

其系数所满足的 Gau ss 方程恰为- Sinh2Go rdon 方程. 因此, 曲面的基本方程 (2. 1) 中第一、第

二式也是可积的. 于是, 从曲面基本方程 (2. 1) 可以确定一个曲面M 0. 而且M 0的平均曲率 H 0

=
1
2

,M 0的 Gau ss 映照为G.

类似于上述方法, 可以证明: 对于 l: 8 (< R
2) →S

2或H
2为调和映照的情形, 定理3中的结

论也成立. 证毕.
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The Surfaces with Con stan tM ean Curvature
and Harm on ic M aps

W ang H ong
(D ep t. of A pp l. M ath. , N o rthw estern Po lytechnical U niversity, X i′an 710072)

Abstract

In th is paper, w e study the in t im ate rela t ion s betw een the su rfaces of con stan t m ean

cu rva tu re and the harm on ic m ap s to S 2, H 2 and S 1. 1 (+ 1) by u sing the rela t ion s betw een the

su rfaces of con stan t m ean cu rva tu re in Euclidean space R 3 o r M inkow sk i space R 2. 1 and Sinh2
L ap lace as w ell as Sinh2Go rdon equat ion s. W e also offer a m ethod fo r con struct ing the har2
m on ic m ap s to S 2, H 2 and S 1. 1 (+ 1) .

Keywords　Sinh2L ap lace equat ion, Sinh2Go rdon equat ion.
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