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关于常曲率空间中有限点集的几何不等式
Ξ

杨　世　国
(安徽教育学院数学系, 合肥230061)

摘　要　本文用代数方法建立了 n 维球面型空间S n (K )和 n 维双曲空间H n (K )中有

限点集的点与点两两之间之距离的一类几何不等式, 本文还建立了 n 维欧氏空间 E n 中共球有

限点集的一类几何不等式. 作为本文结果的应用, 简洁地得出[ 3 ]中的一个重要结果, 并得出

E n 中有限点集的两个几何不等式.
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§1　引　言

距离几何是本世纪二十年代末所开创的几何学的一个分支, L. M. B lum en tha l 的专著[ 1 ]

是距离几何之经典. 在距离几何中, 研究各种空间中的点与点两两之间距离的几何不等式是十

分重要和有趣的, 然而迄今所研究的这类几何不等式多半是关于 n 维欧氏空间中的有限点集.

本文用代数方法建立了 n 维球面型空间和 n 维双曲空间中有限点集的点与点两两之间距离的

一类几何不等式, 并建立了 n 维欧氏空间中共球有限点集的一类几何不等式. 作为本文结果的

两个应用, 十分简洁地得到[3 ]中的一个结果和 E
n 中有限点集的两个新的几何不等式.

文中约定 E
n 表示 n 维欧氏空间, S n (K ) 和 H n (K ) 分别表示曲率为 K 的 n 维球面型空间

和 n 维双曲空间, S m , R 表示半径为 R 的m 维球面, 并约定 n 维常曲率空间中的有限点集 Ρ=

{A 1,A 2, ⋯,A N } (N > n)不包含在该空间的 n- 1维超平面内.

本文获得 n 维非欧空间中有限点集的下述几个几何不等式.

定理1　设 Ρ= {A 1,A 2, ⋯, A N }为 n 维球面型空间 S n (K ) (K > 0) 中有限点集 (N > n) , 点

A i 与A j 间的球面距离为 Θij ( i, j = 1, 2, ⋯,N ) , 则对任何一组实数m i> 0 ( i= 1, 2, ⋯,N ) , 有

∑
1≤i< j≤N

m
2
im

2
j sin2 K Θij ≤

n
2 (n + 1)

(∑
N

i= 1
m

2
i )

2
, (1. 1)

∑
1≤i< j< t≤N

m
2
im

2
jm

2
t (sin2 K Θij + sin2 K Θj t + sin2 K Θti

　　 + 2co s K Θij õ co s K Θj t õ co s K Θti)

　≤ [
n (n - 1)
6 (n + 1) 2 +

(N - 1) (N - 2)
3N 2 ] (∑

N

i= 1
m

2
i )

3
. (1. 2)
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( 1. 1) 中等号成立当且仅当 (m im jco s K Θij ) 的所有非零特征值相等; (1. 2) 中等号成立当

且仅当 (co s K Θij )的所有非零特征值相等.

特别, 若在定理1中令m 1= m 2= ⋯= m N , 得

推论1　在定理1所设条件下, 有

　　 ∑
1≤i< j≤N

sin2 K Θij≤
nN 2

2 (n+ 1) , (1. 3)

　　 ∑
1≤i< j< t≤N

sin2 K Θij +
2

N - 2 ∑
1≤i< j< t≤N

co s K Θijõco s K Θj tõco s K Θti

　　　≤ n (n- 1)N 3

6 (n+ 1) 2 (N - 2) +
N (N - 1)

3
. (1. 4)

(1. 3) , (1. 4)中等号成立当且仅当 (co s K Θij )的所有非零特征值相等.

定理2　设 Ρ= {A 1,A 2, ⋯, A N }为 n 维双曲空间H n (K ) (K < 0) 中的有限点集 (N > n) , 点

A i 与A j 在H n (K ) 中的距离为 rij ( i, j = 1, 2, ⋯, N ) , m i≠0 ( i= 1, 2, ⋯, N ) 为任一组可正可负

的实数. 则有

∑
1≤i< j < t≤N

m
2
im

2
jm

2
t ch ûK û r ij õ ch ûK û r j t õ ch ûK û r ti

　≤
(n - 1)

3n∑
N

i= 1
m

2
i

( ∑
1≤i< j≤N

m
2
im

2
j sh2 ûK û rij )

2

　　 +
1
2 ∑

1≤i< j< t≤N

m
2
tm

2
jm

2
t (sh2 ûK û r ij + sh2 ûK û rj t + sh2 ûK û r ti + 2) , (1. 5)

等号成立当且仅当 (m im jch ûK û r ij )的所有非零特征值相等.

特别, 若在定理2中令m 1= m 2= ⋯= m N , 得

推论2　在定理2所设之下, 有

∑
1≤i< j < t≤N

ch ûK û rijõch ûK û r j tõch ûK û rti

≤
(n- 1)
3nN

( ∑
1≤i< j≤N

sh2 ûK û r ij )
2

　+
1
2

(N - 2) ∑
1≤i< j≤N

sh2 ûK û r ij +
1
6 N (N - 1) (N - 2) , (1. 6)

等号成立当且仅当 (ch ûK û r ij )的所有非零特征值皆相等.

设 Ρ= {A 1, A 2, ⋯, A N }< E
n (N > n) , m i> 0 ( i= 1, 2, ⋯, N ) , Ρ 中任意 k + 1个点A i0 , A i1 ,

⋯,A ik所生成的 k 维单形之 k 维体积为V i0 i1⋯ik , 它的外接球面半径为 R i0 i1⋯ik , 记

N k = ∑∑⋯∑
1≤i0< i1< ⋯< ik≤N

m i0m i1⋯m ikV
2
i0 i1⋯ik

, N 0 = ∑
N

i= 1
m i,

M k = ∑∑⋯∑
1≤i0< i1< ⋯< ik≤N

(m i0m i1⋯m ikV i0 i1⋯ikR i0 i1⋯ik
) 2

.

[ 5 ]中获得两个重要几何不等式:

N
2
k ≥ (k + 1

k
) 3 n - k + 1

n - k
N k- 1N k+ 1　 (1 ≤ k ≤ n - 1) , (1. 7)
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N
l
k ≥

[ (n - l) ! ( l! ) 3 ]
k

[ (n - k ) ! (k ! ) 3 ]
l (n! õN 0) l- k õM

k
l　 (1 ≤ k < l ≤ n). (1. 8)

若 Ρ< S n- 1, R , 最近[6 ]中获得

M
l+ 1
k ≥

k
n + 1

k + 1

l+ 1

( l! ) 2 (k+ 1)

l
n + 1

l + 1

k+ 1

(k ! ) 2 ( l+ 1)

M
k+ 1
l 　 (1 ≤ k < l ≤ n). (1. 9)

　　本文获得 E
n 中共球有限点集的下述一个新的不等式.

定理3　设 Ρ= {A 1, A 2, ⋯, A N }< S n- 1, R < E
n (N > n) , m i≠0 ( i= 1, 2, ⋯, N ) 为一组可正可

负的实数, 则有

M
2
k ≥

(k + 2) (n - k + 1)
(k + 1) (n - k ) M k - 1M k+ 1 (2 ≤ k ≤ n - 1) , (1. 10)

等号成立当且仅当 (m im ja
2
ij )的所有非零特征值相等.

从不等式 (1. 7)可推得不等式 (1. 8) , 一个颇为有趣的问题是: 能否从本文的不等式 (1. 10)

推得不等式 (1. 9)呢?

§2　引理与定理的证明

为了证明§1中的几个定理, 先介绍下面几个引理.

引理1　设 Ρ= {A 1, A 2, ⋯, A N }< S n (K ) (N > n) , 点A i 与A j 间的球面距离为 Θij ( i, j = 1,

2, ⋯,N ) , 则N 阶方阵

A = (co s K Θij ) (2. 1)

是秩为 n+ 1的半正定矩阵.

证明　由[1 ]中结论知A 是半正定的, 由[7 ]中1. 9例知 rank (A ) = n+ 1.

引理2[ 7 ]　设 Ρ= {A 1,A 2, ⋯,A N }< H n (K ) (K < 0,N > n) , 点A i 与A j 在H n (K )中的距离

为 rij ( i, j = 1, 2, ⋯,N ) , 则N 阶方阵

B = (ch ûK û r ij ) (2. 2)

的秩为 n+ 1.

引理3　设 Ρ= {A 1,A 2, ⋯, A N }< S n- 1, R < E
n (N > n) , 点A i 与A j 的欧氏距离为 a ij ( i, j =

1, 2, ⋯,N ) ,m i≠0 ( i= 1, 2, ⋯,N )为实数, 则N 阶方阵

D = (m im ja
2
ij ) (2. 3)

的非零特征值的个数为 n+ 1.

证明　由[2 ]中引理知方阵 (a
2
ij ) 的非零特征值仅有 n+ 1个, 由于m i≠0, 所以 (m im j a

2
ij ) 的

非零特征值也仅有 n+ 1个.

引理4
[ 6 ]　设 E

n 中m 维单形B 1B 2⋯B m + 1 (m ≤n ) 的m 维体积为V (m ) , 外接球面半径为

R (m ) , 点B i 与B j 间的距离 为 bij ( i, j = 1, 2, ⋯,m + 1) , 则

det (b
2
ij ) = (- 1)m

2
m + 1 (m ! ) 2

V
2
(m )R

2
(m ). (2. 4)

　　定理1的证明　由于m i> 0 ( i= 1, 2, ⋯,N ) , 由引理1可知N 阶方阵 (m im j co s K Θij ) 是秩
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为 n+ 1的半正定矩阵, 设 Κi> 0 ( i= 0, 1, ⋯, n)为它的 n+ 1个非零特征值, Ρk 表示 Κi ( i= 0, 1,

⋯n ) 的 k 次初等对称多项式. 由矩阵特征值和它的各阶主子式之间的关系可知, Ρk 是矩阵

(m im jco s K Θij )的所有 k 级主子式之和, 经计算有

Ρ1 = ∑
N

i= 1
m

2
i ,

Ρ2 = ∑
1≤i< j≤N

m
2
im

2
j sin

2
K Θij ,

Ρ3 = ∑
1≤i< j < t≤N

m
2
im

2
jm

2
t (sin2 K Θij + sin2 K Θj t + sin2 K Θti - 2).

　　 + 2 ∑
1≤i< j< t≤N

m
2
im

2
jm

2
t co s K Θij õ co s K Θj t õ co s K Θti.

(2. 5)

利用M aclau rian 不等式[ 11 ]
, 有

Ρ2

n + 1

2

≤
Ρ1

n + 1

1

2

, (2. 6)

Ρ3

n + 1

3

≤
Ρ1

n + 1

1

3

. (2. 7)

由 (2. 5) , (2. 6)便得不等式 (1. 1) , 由 (2. 5) , (2. 7)得

∑
1≤i< j< t≤N

m
2
im

2
jm

2
t (sin2 K Θij + sin2 K Θj t + sin2 K Θti

　　 + 2co s K Θij õ co s K Θj t õ co s K Θti)

　≤ [
n (n - 1)
6 (n + 1) 2 (∑

N

i= 1
m

2
i )

3
+ 2 ∑

1≤i< j < t≤N

m
2
im

2
jm

2
t. (2. 8)

再利用M aclau rin 不等式, 有

∑
1≤i< j< t≤N

m
2
im

2
jm

2
t ≤

N

3
õ ( 1

N ∑
N

i= 1
m

2
i )

3
. (2. 9)

由 (2. 8) , (2. 9)两式便得 (1. 2)式. 易推知 (1. 1) , (1. 2)中等号成立的条件如定理1中所述.

定理2的证明　由于m i≠0 ( i= 1, 2, ⋯,N ) , 由引理2可知矩阵M = (m im j ch ûK û r ij )的秩

为 n+ 1, 设 Κi ( i= 0, 1, ⋯, n+ 1) 为此矩阵的 n+ 1个非零特征值, Ρk 表示 Κi ( i= 0, 1, ⋯, n) 的 k

次初等对称多项式, 从而矩阵M 的特征方程 det (M - ΚIN ) = 0的 n+ 1个非零根 Κi ( i= 0, 1, ⋯,

n)满足方程

Κn+ 1
+ ∑

n+ 1

k= 1

(- 1) k Ρk Κn+ 1- k
= 0. (2. 10)

其中 Ρk 等于矩阵M 的所有 k 阶主子式之和, 经计算得

Ρ1 = ∑
N

i= 1
m

2
i ,

Ρ2 = - ∑
1≤i< j≤N

m
2
im

2
j sh2 K Θij ,
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Ρ3 = 2 ∑
1≤i< j< t≤N

m
2
im

2
jm

2
t ch ûK û rij õ ch ûK û rj t õ ch ûK û rti

　　 - ∑
1≤i< j < t≤N

m
2
im

2
jm

2
t (sh2 ûK û rij + sh2 ûK û r j t + sh ûK û r ti + 2).

(2. 11)

对方程 (2. 10)利用N ew ton 定理[ 10 ] , 得

Ρ2

n + 1

2

2

≥
Ρ1

n + 1

1

õ Ρ3

n + 1

3

. (2. 12)

由 (2. 11) , (2. 12) 便得所要证明的不等式 (1. 5) , 易知 (1. 5) 中等号成立当且仅当矩阵 (m im jch

ûK û r ij )的所有非零特征值相等.

定理3的证明　由引理3知矩阵D = (m im ja
2
ij )共有 n+ 1个非零特征值 Κ0, Κ1, ⋯, Κn , 以 Ρk 表

示 Κi ( i= 0, 1, ⋯, n)的 k 次初等对称多项式, 则有

Ρk+ 1 = ∑

n+ 1

k+ 1

i= 1
D

(k+ 1)
i 　 (k = 0, 1, ⋯, n) ,

其中D
(k+ 1)
i i= 1, 2, ⋯,

N

k + 1
为矩阵D 的所有 k+ 1阶主子式. 由引理4, 有

Ρk+ 1 = (- 1) k
2

k+ 1 (k ! ) 2
M k　 (k = 1, 2, ⋯, n). (2. 13)

矩阵D 的特征方程 det (D - ΚIN ) = 0的 n+ 1个非零根 Κ0, Κ1, ⋯, Κn 满足方程

Κn+ 1
+ ∑

n+ 1

k= 1

(- 1) k Ρk Κn+ 1- k
= 0. (2. 14)

对方程 (2. 14)应用N ew ton 定理[ 10 ]:

Ρk+ 1

n + 1

k + 1

2

≥
Ρk

n + 1

k

õ Ρk+ 2

n + 1

k + 2

　 (k = 1, 2, ⋯, n). (2. 15)

由 (2. 13) , (2. 15)便得不等式 (1. 10) , 易知 (1. 10)中等号当且仅当 (m im ja
2
ij )的所有非零特征值

相等时成立.

§3　定理的应用

最后介绍§1中定理1与定理3的两个应用.

应用定理1可简洁地得到[3 ]中的一个重要结果.

定理4　设 E
n 中 n 维单形 2A 的二面角为 Ηij (1≤i< j≤n+ 1) , m i ( i= 1, 2, ⋯, n+ 1) 为一

组正数, 则

∑
1≤i< j≤n+ 1

m
2
im

2
j sin

2Ηij ≤
n - 1

2n
(∑

n+ 1

i= 1
m

2
i )

2
, (3. 1)

等号成立当且仅当矩阵

m
2
1 - m im j co sΗij

ω
- m im jco sΗij m

2
n+ 1
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的所有非零特征值相等.

证明　设单形 2A 的内切球面S n- 1, r与 2A 的第 i 个侧面 f i 相切于点A
′
i, 2A 的两侧面 f i 与

f j 所成内二面角为 Ηij ,A
′
i 与A

′
j 的球面距离为 Θij , 则

K Θij =
1
r

Θij = Π- Ηij　 (1 ≤ i < j ≤ n + 1). (3. 2)

对球面 S n- 1, r上的 n+ 1个点A
′
i ( i= 1, 2, ⋯, n+ 1) , 应用定理1, 有

∑
1≤i< j≤n+ 1

m
2
im

2
j sin

2
K Θij ≤

n - 1
2n

(∑
n+ 1

i= 1
m

2
i )

2
. (3. 3)

由 (3. 2) , (3. 3)两式便得 (3. 1)式, (3. 1)中等号成立的条件是显然的.

不等式 (3. 1)比[4 ]中关于单形顶点角不等式

∑
n+ 1

i= 1

(∏
n+ 1

j= 1
j≠i

m
2
j ) sin2Αi ≤

1
nn (∑

n+ 1

i= 1
m

2
i )

n (3. 4)

更强, 由它可导出单形的许多重要不等式.

利用定理3中的不等式 (1. 10)以及不等式 (1. 9) , 立刻可得关于 E
n 中有限点集的下面两个

新的几何不等式.

定理5　设点集 Ρ= {A 1,A 2, ⋯,A N }< E
n (N > n+ 1) , 则有

M
2
k ≥

(k + 2) (n - k + 2)
(k + 1) (n - k + 1)M k- 1M k+ 1　 (2 ≤ k ≤ n - 1) , (3. 5)

M
l+ 1
k ≥

k
n + 2

k + 1

l+ 1

( l! ) 2 (k+ 1)

l
n + 2

l + 1

k+ 1

(k ! ) 2 ( l+ 1)

M
k+ 1
l 　 (1 ≤ k < l ≤ n). (3. 6)

　　证明　对自然数 k < n- 1, 不等式 (1. 10)和 (1. 9)成立与球面S n- 1, R 的半径R 无关, 因此当

球 S n- 1, R 的半径 R 趋于无穷大时, 此时不等式 (1. 10)和 (1. 9)仍成立, 现将 E
n 视为半径为无穷

大的 n 维球面 S n, ∞< E
n+ 1

, 利用不等式 (1. 10) 和 (1. 9) , 并注意到维数的变化, 便得不等式 (3.

5)与 (3. 6).
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