
第17卷第1期 数 学 研 究 与 评 论 V o l. 17 N o. 1
1 9 9 7 年 2 月 JOU RNAL O F M A TH EM A T ICAL R ESEA RCH AND EXPO S IT ION Feb. 1 9 9 7
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摘　要　本文给出一个计算正随机向量矩的统一的方法, 并对一些特殊的重要的分

布类具体给出矩的表达式.
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§1　引　言

在可靠性统计、成分数据统计分析中经常会遇到各类正的随机向量, 计算这些随机向量的

矩对于了解这些随机向量的性质是有意义的. 这些分布中一些特殊的分布如 Χ、Β、W eibu ll 分

布等是在可靠性统计中经常见到的, 然而当边缘分布是这一类分布时, 向量之间相互关系如何

呢?相关性如何呢?就涉及到二阶矩的计算, 本文将给出一些有意义的例来说明这一点. 在成分

数据分析中, 成分是非负的, 成分之间的相关性是明显的, 然而有些分布类矩的计算也不是容

易的, 有的至今还没有明确的表达式[ 1 ]
.

为了方便, 对文中的记号先作一些说明. 用小写字母表示变量、常量或向量, 其意义或维数

由上下文自然确定; 当 x 表示向量时, x
n×1

表示 n 维向量, 它的分量用足标表示, 即 x =
x 1

�
x n

, x ′

表示 x 的转置; 当 y
n×1

是向量时, d y 表示相应的微分向量,∫f (y ) d y 表示多重积分∫⋯∫f (y 1,

⋯, y n) d y 1⋯d y n , 积分不注明积分域时表示在全空间上积分.

在§2 给出这个方法, 在§3 给出各个例, 并简略说明此例的意义, 当意义明显时, 就不再

说明.

§2　 基 本 公 式

给定正的 n 维随机向量 y = (y 1, ⋯, y n)′, 于是 y 只在R
+
n = {x : x

n×1
= (x 1, ⋯, x n)′, x i > 0,

i = 1, 2, ⋯, n} 上有非 0的密度, 用p (y ) 表示 y 的密度函数. 规定p (y ) = 0时, lnp (y ) = - ∞,
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e
lnp (y )

= 0, 于是 y 的密度可以写成

p (y ) = e
lnp (y ) ƒ e

f (y )
, 　y > 0,

y > 0 表示 y 的每个分量 y i 都是正的, 即 y ∈R
+
n ; 符号“ƒ ”表示“记成”, 即用等式右端表示左

端, 在上式中, 即 f (y ) = lnp (y ).

此时要求 y 的混合矩 E (∏
n

i= 1

y
a i
i ) , 也即求下述积分

∫
y > 0

(∏
n

i= 1

y
a i
i ) e

f (y )
d y

的表达式.

为了以下求解更为方便, 考虑形式上似乎更复杂一些的积分, 记 (a > 0, b > 0)

C (a , b; f ) = ∫
y > 0

(∏
n

i= 1
y

a ibi- 1
i ) e

- f (y )
d y , (1)

假定右端的积分是有限的. 注意到右端被积函数是非负的, 于是

[C (a , b; f ) ]
- 1 (∏

n

i= 1

y
a ibi- 1
i ) e

- f (y )
, 　y > 0 (2)

也是一个密度函数, 它只在 y > 0 上有非 0 值, 因而是正随机向量的联合密度. 可以看到 (2) 将

包含许多常见的分布族.

1. 　f (y ) = ∑
n

i= 1
Κiy

bi
i 时, 有C (a , b; f ) = ∏

n

i= 1

# (a i)

biΚ
a i
i

. 记联合密度为 p (y ) , 于是

p (y ) = (∏
n

i= 1

biΚ
a i
i

# (a i)
y

a ibi- 1
i ) e

- 2
n

i= 1
Κiy

bi
i

, 　y > 0. (3)

　　 易见当 bi = 1, i = 1, 2, ⋯, n 时, p (y ) 是独立的Χ分布的乘积; 当 a i = 1, i = 1, 2, ⋯, n 时,

p (y ) 是独立的W eibu ll 分布的乘积.

2. 　f (y ) = ∑
n

i= 1

(Κi - 1) ln (1 - y
bi
i ) , Κi > 0, 0 < y i < 1, i = 1, ⋯, n , 此时联合密度为

p (y ) = ∏
n

i= 1

bi# (a i + Κi)
# (a i) # (Κi)

y
a ibi- 1
i (1 - y

bi
i )

Κi- 1
, 0 < y i < 1, i = 1, 2, ⋯, n. (4)

当 b1 = ⋯ = bn = 1 时, 它就是独立的 Β分布的乘积.

3. 　若 f (y ) 是 y 1, ⋯, y n 的齐 s 次函数, f 中可以带参数, 若 Ξ = (Ξ1, ⋯, Ξn)′的密度为

p (Ξ) = [C (a , b; f ) ]
- 1 (∏

n

i= 1
Ξa ibi- 1

i ) e
- f (Ξ)

, Ξ > 0, (5)

则令 t = ∑
n

i= 1
Ξi, x i = Ξiöt, i = 1, 2, ⋯, n 后, x = (x 1, ⋯, x n)′就是成份向量, x i > 0, i = 1, 2, ⋯,

n , 且∑
n

i= 1
x i = 1, t 称为总量. 此时 t 与 x 1, ⋯, x n- 1 的联合分布为

[C (a , b; f ) ]
- 1 (∏

n

i= 1
x

a ibi- 1
i ) t

Α- 1
e

- tsf (x )
, Α= ∑

n

i= 1
a ibi, t > 0, x > 0, x n = 1 - ∑

n

i= 1
x i,

于是成分 x 的分布 (也就是 x 1, ⋯, x n- 1 的联合分布) , 可以求得其密度为

[C (a , b; f ) ]- 1 # (Αös)
s[ f (x ) ]Αös∏

n

i= 1
x a ibi- 1

i , x > 0, x n = 1 - 6
n- 1

i= 1
x i, (6)
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这是很广泛的一类成份分布[ 1, 2 ]
.

这就说明了形如 (1) 的积分和 (2) 相应的密度是有丰富的内涵的. 现在引出一个基本的公

式.

基本公式　 若随机向量 y 的联合密度是 (2) 式的 p (y ) , 则有

E (∏
n

i= 1
y

k i
i ) = C (a + D

- 1 (b) k , b; f ) öC (a , b; f ) = C (a , b + D
- 1 (a) k; f ) öC (a , b; f ) , (7)

其中 k = (k 1, ⋯, k n)′,D
- 1 (a) =

a
- 1
1 0

ω
0 a

- 1
n

,D
- 1 (b) =

b
- 1
1 0

ω
0 b

- 1
n

. (7) 式的证明是

明显的, 只需将 E (∏
n

i= 1
y

k i
i ) 用积分表示就可得到. 从 (7) 式明显看到, 使用公式的方便之处在于

如何求得C (a , b; f ) , 也就是要求 (1) 的积分表示式, 在下一节我们将使用[3 ] 中提供的方法来

求出C (a , b; f ). 有些场合C (a , b; f ) 是已知的, 例如对分量独立时, 各分量的边缘分布已知, 则

相应的C (a , b; f ) 就立即可以得到.

§3　 例

以下用一些例来说明基本公式的不同用法.

例 1　 利用已知公式求C (a , b; f ) , 再用基本公式求混合矩.

由[3 ] 的第九章已知下列公式:

∫
u i> 0

i= 1, 2, ⋯,m

f (∑
m

i= 1
u i)∏

m

i= 1
u

# i- 1
i d u i =

∏
m

i= 1

# (r i)

# (∑
m

i= 1
r i)
∫

∞

0
y

2
m

i= 1
ri- 1

f (y ) d y , (8)

于是只要上式右端的积分可以求出, 对于一类正随机向量的混合矩就可以用基本公式得到.

若正随机向量 Ξ = (Ξ1, Ξ2, ⋯, Ξn)′的联合密度有如下的形式:

[C (a , b; f ) ]
- 1 (∏

n

i= 1
Ξa ibi- 1

i ) e
- ( 2

m

i= 1
Ξ

bi
i

) s

, (9)

此时Ξ1, ⋯, Ξn 彼此并不独立, 此密度相应的常数C (a , b; f ) 可以用 (8) 式求得 (只须令u i = Ξbi
i ,

i = 1, ⋯, n) , 得到:

C (a , b; f ) =
# (A ösi)
s# (A ) ∏

n

i= 1

# (a i)
bi

, A = ∑
n

i= 1
a i.

从基本公式得到 Ξ1, ⋯, Ξn 的混合矩为

E (∏
n

i= 1
Ξk i

i ) = C (a + D
- 1 (b) k , b; f ) öC (a , b; f ) =

# ( (A + K ) ös) # (A )
# (A ös) # (A + K ) ∏

n

i= 1

# (a i +
k i

bi
)

# (a i)
,

其中A = ∑
n

i= 1
a i, K = ∑

n

i= 1
k iöbi.

这一结果有一些重要的特例和推论, 列举于下:

1. 　当 bi 均相等, 并都为 1 时, 只要 s 不为 1, Ξ1, ⋯, Ξn 是彼此不相互独立的. 然而它们相
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应的成分向量 x 1, ⋯, x n 由 (6) 式可知为D irich let 分布, 这就表明[1 ] 中猜想的D irich let 分布

相应的基向量 Ξ的分量往往是独立的结论并不正确, 选择不同的 s 可以使得 Ξi 之间相关性有

正有负, 这可以从[4 ] 中看到.

2. 　这一结论还可以推广到更复杂的分布, 若 Ξ1, ⋯, Ξn 的联合密布为

[C (a , b; f ) ]
- 1 (∏

n

i= 1

Ξa ibi- 1
i ) e

- ( 2
n

i= 1
ΚiΞ

bi
i

) s

, Ξi > 0, i = 1, 2, ⋯, n ,

则有

E Ξk i
i =

# (a i +
k i

bi
) # (A

s
+

k i

sbi
) # (A )

Κk iöbi
i # (a i) # (A ös) # (A +

k i

bi
)

,

E Ξk i
i Ξk j

j =
# (a i +

k i

bi
) # (a j +

k j

bj
) # ( 1

s
(A +

k i

bi
+

k j

bj
) ) # (A )

Κk iöbi
i Κk j öbj

j # (a i) # (a j ) # (A ös) # (A +
k i

bi
+

k j

bj
)

,

　　　　　　i ≠ j , i, j = 1, 2, ⋯, n.

因为C (a , b; f ) - 1 =
s (∏

n

i= 1
biΚ

a i
i ) # (A )

# (A ös)∏
n

i= 1
# (a i)

,A = ∑
n

i= 1

a i 的计算方法和本例相同, 所以略去了.

例 2　 利用独立性求出 C (a , b; f ) , 再用基本公式导出不独立的相应的成分向量的混合

矩.

很明显, 当Ξ1, ⋯, Ξn 是相互独立的正随机向量时, C (a , b; f ) 是可以直接写出的, 对Ξi 作一

变换, 可得不独立的分量相应的正随机向量, 再用一次基本公式就可以求出新随机向量的混合

矩. 下面用Beta 分布导出的Conno r2M o sim ann
[ 1 ] 分布为例.

假定 y 1, ⋯, y n 相互独立, 各自遵从 Β分布 Β(a i, bi) , a i > 0, bi > 0, i = 1, 2, ⋯, n. 于是 y 1,

⋯, y n 的联合密度为

∏
n

i= 1

1
Β(a i, bi)

y
a i- 1
i (1 - y i)

bi- 1
, 0 < y i < 1, a i > 0, bi > 0, i = 1, 2, ⋯, n.

作随机变量变换: x 1 = y 1, x 2 = y 2 (1 - y 1) , ⋯, x i = y i∏
i- 1

Α= 1

(1 - y Α) , ⋯, x n = y n∏
n- 1

Α= 1

(1 - y Α) , 再

令 x n+ 1 = 1 - ∑
n

Α= 1
x Α, 则有

x n+ 1 = ∏
n

Α= 1

(1 - y Α) , ∑
n+ 1

Α= 1
x Α = 1, x Α > 0, Α= 1, ⋯, n , n + 1,

于是 x 1, ⋯, x n+ 1 是一成分向量, 并且 x 1, ⋯, x n 的联合密度就是Conno r2M o sim ann 分布, 即为

(∏
n

i= 1

x
a i- 1
i

Β(a i, bi)
) x

bn- 1

n+ 1 ∏
n- 1

i= 1

(1 - ∑
i

Α= 1

x Α)
bi- (a i+ 1+ bi+ 1)

.

这只需计算雅可比行列式就能得到. 现在成分向量 x 1, ⋯, x n+ 1 是不独立的, 注意到此时欲求 x i

的混合矩 E (∏
n+ 1

i= 1
x

k i
i ) , 就是求积分
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∫
x i> 0, i= 1, 2, ⋯, n

∑
n

i= 1
x i< 1, x n+ 1= 1- ∑

n

i= 1
x i

(∏
n

i= 1

x
a i+ k i- 1
i ) x

bn+ kn+ 1- 1
n+ 1 ∏

n- 1

i= 1

(1 - ∑
i

Α= 1

x Α)
bi- (a i+ 1+ bi+ 1)

d x 1⋯d x n.

如果令

a
3
i = a i + k i, b

3
i = bi + ∑

n+ 1

Α= i+ 1

k i, i = 1, 2, ⋯, n ,

立即可知上述积分值为∏
n

i= 1

Β(a
3
i , b

3
i ). 由基本公式得

E (∏
n+ 1

i= 1
x

k i
i ) = ∏

n

i= 1

Β(a i + k i, bi + ∑
n+ 1

Α= i+ 1
k i)

Β(a i, bi)
.

这样就求出了成分向量 x i 的混合矩.

以上这两个例有相当的代表性, 这两例所用的方法不难用于其他的分布可求得相应的结

果.
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