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关于四元数自共轭矩阵乘积迹和特征值的几个定理
Ξ

张树青　杨国庆　吕蕴霞
(烟台师范学院数学系, 山东 264025)

摘　要　给出四元数自共轭矩阵乘积迹的几个定理及特征值之界的几个新估计,在

四元数体上改进和推广了文[ 1- 12 ]的相应结果.
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1　引言和引理

如文[13 ]所言,由于四元数体的非交换性,使得复数域上矩阵迹的不少性质在四元数体上

不成立,因此四元数矩阵迹的研究要比复矩阵困难得多. 为此,笔者在文[ 12- 15 ]中作了许多

四元数矩阵迹性质的研究,得到若干结果. 本文又给出四元数自共轭矩阵乘积迹的几个定理和

特征值之界的几个新估计,这些结果是文[1- 12 ]的相应结果在四元数体上的改进和推广.

约定 GL n (8 ) , SC n (8 ) , GU n (8 )分别为四元数体 8 上 n 阶非奇异、自共轭、广义酉阵的集

合, 当A (∈SCn (8 ) )为半正定 (正定)时,记A ≥0 (A > 0) ,对A ∈8 n×n ,用 t rA ,A
3 表示A 的迹

和A 的共轭转置阵,用R e trA 表示 t rA 的实数部分,若A 有 n 个实特征值,则记为Κ1 (A )≥⋯

≥Κn (A ) ,用 R
m×n表示实数域 R 上m×n 矩阵集,对一组数 a t∈R ( t= 1, 2,⋯, n ) ,若无特殊说

明,以下总设其按大小顺序排列为 a [ 1 ]≥⋯≥a [n ].

设 x , y∈R
1×n ,如果它们的分量满足:

∑
m

t= 1
x [ t ] ≤∑

m

t= 1
y [ t ] ,m = 1, 2,⋯, n - 1,∑

n

t= 1
x [ t ] = ∑

n

t= 1
y [ t ] ,

则称 x 被 y 控制
[ 17 ]

,记作 x ; y.

设 P = (p ts)∈R
n×n ,若满足:

p ts ≥ 0,∑
n

t= 1
p ts = 1, s = 1, 2,⋯, n;∑

n

s= 1
p ts = 1, t = 1, 2,⋯, n , (1. 1)

则称 P 为 R 上双随机矩阵
[ 18 ]

,记 P∈P.

引理 1 [ 16 ]　设A ∈SCn (8 ) ,则存在U∈GU n (8 ) ,使U
3

A U = diag (Κ1 (A ) ,⋯, Κn (A ) ) ,其中

诸 Κt (A )∈R 且 t rA = ∑
n

t= 1
Κt (A ).

引理 2
[ 13 ]　设A ,B ∈8 n×n

,则
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R e tr (A B ) = R e tr (B A ).

引理 3[ 19 ]　设 x , y∈R
1×n ,则

∑
n

t= 1
x [ t ]y [n- t+ 1 ] ≤∑

n

t= 1
x ty t≤∑

n

t= 1
x [ t ]y [ t ].

　　引理 4
[ 17 ]　设 x , y , z∈R

1×n
,且 x ; y ,则

∑
n

t= 1
x [ t ]z [ t ] ≤∑

n

t= 1
y [ t ]z [ t ] ,∑

n

t= 1
y [n- t+ 1 ]z [ t ] ≤∑

n

t= 1
x [n- t+ 1 ]z [ t ].

　　引理 5
[ 2 ]　设 P∈P ,则对任意 y∈R

1×n
,有 y P ; y.

引理 6
[ 20 ]　设A > 0,B ∈SC n (8 ) ,或者A ,B ≥0,则A B 与B A 相似于同一实对角阵.

引理 7　如果A ∈8 n×n相似于一个实对角阵,则A 是可中心化矩阵,且该对角阵的主对角

线上的元素恰为A 的全部特征值.

引理 8
[ 21 ]　设A > 0,B > 0,则A B 的特征根全大于零.

引理 9
[ 10 ]　设A ≥0,B ≥0,则对任何自然数m ,有

∑
m

t= 1
Κm

t (A ) Κm
n- t+ 1 (B ) ≤ t r (A

1
2B A

1
2 )m ≤ t r (A

m
2B

m
A

m
2 ) ≤∑

n

t= 1
Κm

t (A ) Κm
t (B ).

　　引理 10　设A ,B ∈SC n (8 ) ,则

t rA B + trB A = 2R e trA B .

证明　由文[14 ]知, 8 n×n对内积〈A , B 〉= trA 3
B (A , B ∈8 n×n)作成 8 上一个广义酉空间.

故当A ,B ∈SCn (8 )时,由文[14 ]中内积的性质 1) ,有

t rB A = trB 3
A =〈B ,A 〉=〈A ,B 〉= trA 3

B = trA B .

故有 t rA B + trB A = trA B + trA B = 2R e tr (A B ). □

2　定理及证明

定理 1　设A ,B ∈SCn (8 ) ,则

( i)　∑
n

t= 1
Κt (A ) Κn- t+ 1 (B ) ≤R e trA B ≤∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ). (2. 1)

( ii)　当A > 0,或A ,B ≥0时,有

∑
n

t= 1
Κt (A ) Κn- t+ 1 (B ) ≤∑

n

t= 1
Κt (A B ) = R e trA B ≤∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ). (2. 2)

　　 ( iii)　当A > 0,B > 0时,有诸 Κt (A B ) > 0,且

∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A B ) = R e tr (A B ) - 1 ≤∑
n

t= 1
[Κt (A ) Κt (B ) ]

- 1, (2. 3)

n2 [∑
n

t= 1

Κ- 1
t (A ) Κ- 1

t (B ) ]
- 1 ≤∑

n

t= 1

Κt (A B ) = R e trA B ≤∑
n

t= 1

Κt (A ) Κt (B ). (2. 4)

　　证明　 ( i)　由题设及引理 1知,有U ,V ∈GU n (8 )使

A = U diag (Κ1 (A ) ,⋯, Κn (A ) )U
3 , B = V diag (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) )V

3 ,

于是有

A B = U [d iag (Κ1 (A ) ,⋯, Κn (A ) )W diag (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) )W 3 ]v
3 , (2. 5)

其中W = U
3

V = (w ts). 令 p ts= w tsw{ ts= ûw tsû 2, t, s= 1, 2,⋯, n ,则由 (2. 5)和引理 2有
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R e trA B = R e tr [d iag (Κ1 (A ) ,⋯, Κn (A ) )W diag (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) )W 3 ]

= R e tr[∑
n

t= 1
E ttΚt (A )W diag (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) )W 3 ], (2. 6)

其中 E tt= diag (0,⋯, 0, 1, 0
第t个

,⋯, 0) , t= 1, 2,⋯, n. 直接计算可得

t r [E ttW d iag (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) )W 3 ] = ∑
n

s= 1
Κs (B ) p ts. (2. 7)

由 (2. 6) , (2. 7)可得

R e trA B = R e (∑
n

t= 1
Κt (A )∑

n

s= 1
Κs (B ) p ts) = ∑

n

t= 1
Κt (A )∑

n

s= 1
Κs (B ) p ts. (2. 8)

显然W ∈GU n (8 ) ,由此易知 P = (p ts)′∈P ,故若令 x k = ∑
n

s= 1
Κs (B ) p ks , k = 1, 2,⋯, n ,则由引

理 5知

(x 1,⋯, x n) = (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) ) P ; (Κ1 (B ) ,⋯, Κn (B ) ). (2. 9)

于是由引理 3、引理 4及 (2. 9)得

∑
n

t= 1

Κt (A ) Κn- t+ 1 (B )≤∑
n

t= 1

Κt (A ) x [n- t+ 1 ] ≤∑
n

t= 1

Κt (A ) x t

≤∑
n

t= 1
Κt (A ) x [ t ] ≤∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ). (2. 10)

最后由 (2. 8) , (2. 10)便得 (2. 1).

( ii)　由引理 6,引理 7知,有 P∈GL n (8 )使

P
- 1

A B P = diag (Κ1 (A B ) ,⋯, Κn (A B ) ) ,诸 Κt (A B )∈R.

于是由引理 2得

R e trA B = R e tr (A B P P
- 1) = R e tr (P

- 1
A B P ) = ∑

n

t= 1
Κt (A B ). (2. 11)

由 (2. 1) , (2. 11)便得 (2. 2).

( iii)　当A > 0,B > 0时,由引理 8知,诸Κt (A B ) > 0,同时A - 1 > 0,B - 1 > 0, (A B ) - 1 =

B - 1A - 1,它们的特征值分别为 Κ- 1
t (A ) , Κ- 1

t (B ) , Κ- 1
t (A B ) , t = 1, 2,⋯, n. 于是由 (2. 2) 立得 (2.

3) 式. 注意到诸 Κ- 1
t (A B ) > 0 ,由Cauchy不等式可得

n2 = [∑
n

t= 1
Κ

1
2
t (A B ) Κ

- 1
2

t (A B ) ]
2≤ (∑

n

t= 1
Κt (A B ) ) (∑

n

t= 1
Κ- 1

t (A B ) ) ,

n2 (∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A B ) ) - 1≤∑
n

t= 1
Κt (A B ). (2. 12)

由 (2. 12) , (2. 3)得

n2 [∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A ) Κ- 1
t (B ) ]

- 1 ≤ n2 (∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A B ) ) - 1 ≤∑
n

t= 1
Κt (A B ) = R e trA B . (2. 13)

最后由 (2. 13) , (2. 2)便得 (2. 4). □

推论 1　设A > 0,B > 0,则

　　　　　 n2 õm ax{Κn (A ) ( trB - 1) - 1, Κn (B ) ( trA - 1) - 1}
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　 ≤ ∑
n

t= 1

Κt (A B ) = R e trA B ≤ m in{Κ1 (A ) t rB , Κ1 (B ) t rA },

(2. 14)

m ax{Κn (A ) ( trB - 1) - 1
, Κn (B ) ( trA - 1) - 1

}

　 < Κt (A B ) < m in{Κ1 (A ) t rB , Κ1 (B ) t rA }, t = 1, 2,⋯, n. (2. 15)

证明　 (2. 14) 和 (2. 15) 这两个不等式的后半部分可由 (2. 4) 的后半部分直接得到. 又由

A
- 1

,B
- 1 的特征值分别为 Κ- 1

n (A ) ≥Κ- 1
n- 1 (A ) ≥⋯≥Κ- 1

1 (A ) (> 0) 及Κ- 1
n (B ) ≥Κ- 1

n- 1 (B ) ≥⋯

≥ Κ- 1
1 (B ) (> 0) 及 (2. 14) 的后半部分得

　　　　　∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A ) Κ- 1
t (B ) = ∑

n

t= 1
Κt (A - 1) Κt (B - 1) ≤m in{Κ- 1

n (A ) t rB - 1, Κ- 1
n (B ) t rA - 1}.

于是有

　　　 (∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A ) Κ- 1
t (B ) ) - 1 ≥ 1öm in{Κ- 1

n (A ) t rB - 1, Κ- 1
n (B ) t rA - 1}

= m ax{Κn (A ) ( trB - 1) - 1
, Κn (B ) ( trA - 1) - 1

}.

将上式代入 (2. 4) 便得 (2. 14) 的前半部分.

又由 (2. 15)的后半部分可得

Κ- 1
t (A B ) = Κt (B - 1A - 1) < m in{Κ- 1

n (B ) t rA - 1, Κ- 1
n (A ) t rB - 1}, t = 1, 2,⋯, n.

于是有

Κt (A B ) > 1öm in{Κ- 1
n (A ) t rB - 1, Κ- 1

n (B ) t rA - 1}

= m ax{Κn (A ) ( trB - 1) - 1
, Κn (B ) ( trA - 1) - 1

}. □

　　推论 2　设A > 0,B > 0,则

2
n

(Κ2
n (A ) + Κ2

n (B ) ) - 1Κ2
n (A ) Κ2

n (B ) < ∑
n

t= 1
Κt (A B ) ≤ n

2
(Κ2

1 (A ) + Κ2
1 (B ) ) , (2. 16)

2
n

(Κ2
n (A ) + Κ2

n (B ) ) - 1Κ2
n (A ) Κ2

n (B ) < Κt (A B ) <
n
2

(Κ2
1 (A ) + Κ2

1 (B ) ) , (2. 17)

t = 1, 2,⋯, n.

　　证明　由几何2算术平均值不等式可得

∑
n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) ≤ n

2
(2Κ1 (A ) Κ1 (B ) ) ≤ n

2
(Κ2

1 (A ) + Κ2
1 (B ) ) , (2. 18)

∑
n

t= 1
[Κt (A ) Κt (B ) ]

- 1
= ∑

n

t= 1

1
Κt (A ) Κt (B ) ≤

n
2

2
Κn (A ) Κn (B ) ≤

n
2

Κ2
n (A ) + Κ2

n (B )
Κ2

n (A ) Κ2
n (B )

, (3 )

所以

[∑
n

t= 1
Κ- 1

t (A ) Κ- 1
1 (B ) ]

- 1 ≥ 2
n

(Κ2
n (A ) + Κ2

n (B ) ) - 1Κ2
n (A ) Κ2

n (B ). (2. 19)

将 (2. 18) , (2. 19)代入 (2. 4)便得 (2. 16) , (2. 17)显然成立. □

定理 2　设A ,B ∈SCn (8 ) , C = A - B ,则

∑
n

i= 1
Κ2

t (A - B ) ≥∑
n

t= 1

(Κt (A ) - Κt (B ) ) 2
. (2. 20)

　　证明　显然 C ∈ SC n (8 ) , C 2,A 2,B 2 均 ≥ 0, 且 A 2,B 2, C 2 的特征值分别为 Κ2
1 (A ) ,⋯,
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Κ2
n (A ) ; Κ2

1 (B ) ,⋯, Κ2
n (B ) ; Κ2

1 (A - B ) ,⋯, Κ2
n (A - B ). 于是当A > 0时,由引理 10及 (2. 2)有

　∑
n

t= 1
Κ

2
t (A - B ) = tr (A - B ) 2

= tr (A 2- A B - B A + B
2) = trA 2- 2R e trA B + trB 2

≥∑
n

t= 1
Κ

2
t (A ) - 2∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) + ∑

n

t= 1
Κ

2
t (B )

= ∑
n

t= 1

(Κt (A ) - Κt (B ) ) 2
. (2. 21)

当A ≯0时,因有充分大的实数 a ,使 a I n+ A > 0,其特征值为 a+ Κt (A ) , t= 1, 2,⋯, n. 又 a I n+

C = a I n+ A - B ,于是由 (2. 21)有

∑
n

t= 1

(a + Κt (C ) ) 2 ≥∑
n

t= 1

(a + Κt (A ) - Κt (B ) ) 2.

将上式展开,并利用

∑
n

t= 1

Κt (C ) = trC = tr (A - B ) = ∑
n

t= 1

(Κt (A ) - Κt (B ) ) ,

将仍得 (2. 20). □

定理 3　设A > 0,B > 0,则

[∑
n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) ) - 1
- (n - 1) (∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c) - 1

]
- 1

　 < Κs (A B ) < ∑
n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c, (2. 22)

s= 1, 2,⋯, n ,其中 c是 0< c< Κt (A B )的常数.

证明　由题设及定理 1之 ( ii)得

Κs (A B ) ≤ Κ1 (A B ) ≤∑
n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - ∑

n

t= 2
Κt (A B )

< ∑
n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c, (2. 23)

s= 1, 2,⋯, n. 将 (2. 23)两端取倒数得 (注意 Κs (A B ) > 0)

Κ- 1
s (A B ) > (∑

n

t= 1

Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c) - 1, s = 1, 2,⋯, n.

于是由 (2. 3)式立得

Κ- 1
s (A B )≤ Κ- 1

n (A B ) ≤∑
n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) ) - 1 - ∑
n- 1

t= 1

Κ- 1
t (A B )

< ∑
n

t= 1
[Κt (A ) Κt (B ) ]

- 1
- (n - 1) (∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c) - 1

,

在上式两端取倒数得

Κs (A B ) > [∑
n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) ) - 1
- (n - 1) (∑

n

t= 1
Κt (A ) Κt (B ) - (n - 1) c) - 1

]
- 1

, (2. 24)

由 (2. 23) , (2. 24)两式便得 (2. 22). □

推论 3　设A > 0,B > 0,则
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　　　　　　 n
2

Κ2
n (A ) + Κ2

n (B )

Κ2
n (A ) Κ2

n (B )
-

n- 1
n
2

(Κ2
1 (A ) + Κ2

1 (B ) ) - (n- 1) c

　< Κs (A B ) <
n
2

(Κ
2
1 (A ) + Κ

2
1 (B ) ) - (n- 1) c, s= 1, 2,⋯, n , (2. 25)

其中 c是 0< c< Κn (A B )的常数.

证明　由 (2. 22)及 (2. 18)及 (3 )式便得 (2. 24) □

定理 4　设A ≥0,B ≥0,则对任何自然数m ,有

∑
n

t= 1
Κm

t (A ) Κm
n- t+ 1 (B ) ≤R e tr (A B )m ≤R e trA

m
B

m ≤∑
n

t= 1
Κm

t (A ) Κm
t (B ). (2. 26)

如果A > 0,B > 0,还有

[∑
n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) ) - m
- (n - 1) (∑

n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) ) m
- (n - 1) c) - 1

]
- 1

　 < Κm
s (A B ) < ∑

n

t= 1

(Κt (A ) Κt (B ) )m - (n - 1) c, s = 1, 2,⋯, n , (2. 27)

其中 c是满足 0< c< Κ
m
n (A B )的常数.

证明　 (2. 26)式可由引理 9及引理 2直接得到. 又当A > 0,B > 0时,由定理 1中 ( ii)的证

明知,有 P∈GL n (8 )使

P
- 1

A B P = diag (Κ1 (A B ) ,⋯, Κn (A B ) ) ,诸 Κt (A B ) > 0,

从而

P
- 1 (A B ) m

P = diag (Κ
m
1 (A B ) ,⋯, Κ

m
n (A B ) ) ,诸 Κ

m
t (A B ) > 0,

故由引理 2可得

R e tr (A B ) m
= R e tr [ (A B ) m

P P - 1 ] = R e trP - 1 (A B ) m
P = ∑

n

t= 1
Κm

t (A B ).

将上式代入 (2. 26)式,然后仿定理 3的证明即可得 (2. 27)式. □
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Severa l Theorem s on Trace and E igenva lues for Quatern ion
Self -Con jugate M atr ices Products

Z hang S huqing
(Yantai T eachers′Co llege, 264025)

Abstract

In th is paper, severa l theo rem s and new est im at ion s of t race and eigenvalues fo r qua ter2
n ion self2con juga te m atrices p roducts are g iven, thu s co rropoding resu lts in the papers [ 1-

12 ] are genera lized and im p roved over quatern ion skew 2f ield.

Keywords　quatern ion skew 2f ield, self2con juga te m atrices, eigenvalues, t race.
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