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微分算子环的素理想
Ξ

王　志　玺
(首都师范大学数学系, 北京 100037)

摘　要　本文利用代数的方法与基本结果, 对钟家庆关于微分算子理想的结构基于

H. M aass 的调和齐式分解所得到的结果, 在复系数情形给出了一个纯代数的简短证明, 在证

明中不需要关于微分算子的齐次性假设.
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在对多复变典型域的调和函数研究中, 华罗庚教授针对一组微分算子具有“公共 Po isson

核”的现象曾提出研究使同一 Po isson 核零化的所有微分算子 (在微分算子环中显然构成一左

理想)的代数结构. [ 1 ]从与H ilbert 零点定理类比出发讨论了这一问题.

设 T 1, T 2, ⋯, T m 是定义在某一区域D 上的m 个微分算子, 8 表其公共解的集合. 那么对

T 1, ⋯, T m 可以联系以下两个微分算子环中的左理想:

1 ) 　 (T 1, ⋯, T m ) = {∑
m

i= 1
A i ( 5

5x 1
, ⋯,

5
5x n

) T i, 其中A i ( 5
5x 1

, ⋯,
5

5x m
) 是D 上的任意微分算

子};

2)　H (T 1, ⋯, T m ) = {微分算子 T ûTf = 0, 任意 f ∈8 }.

显然, (T 1, ⋯, T m ) Α H (T 1, ⋯, T m ). 如果有等式 H (T 1, ⋯, T m ) = (T 1, ⋯, T m ) 成立, 文

[ 1 ]称左理想 (T 1, ⋯, T m ) 是素的. 为避免与通常的代数的素理想概念相混淆, 以下我们改称

“在[1 ]意义下是素的”为“Z 2素的”.

如果采用通常的环论术语对上述过程代数化, Z 2素性的判定问题将化为一个纯代数的问

题. 设A 是有单位元的结合环,M 是一左A 2模, 对A 的任意左理想 ¡, annM ¡= {m ∈M û¡m =

0}是¡在M 中的零化子, 左理想 annA annM ¡是¡的二重零化子. 易见, ¡是M 的子集的零化

子当且仅当 ¡= annA annM ¡, 此时称¡关于M 满足二重零化子条件, 简记为M 2d. a. c. 或 d. a.

c.

具体地, 取A 为D 上全体线性微分算子所构成的环,M 为D 上无穷次可微函数空间. 按

照通常的微分作用,M 作成左A 2模. 若 ¡为由微分算子 T 1, ⋯, T m 生成的左理想, 则 annM ¡
为 T 1, ⋯, T m 的核空间. ¡的二重零化子 annA annM ¡对应于前述的左理想 H (T 1, ⋯, T m ) , 因

此, ¡是 Z 2素的当且仅当 ¡满足 (M 2) d. a. c. .

通过问题的上述转化可证明
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定理　设 T 1 ( 5
5x 1

, ⋯,
5

5x n
) , ⋯, T m ( 5

5x 1
, ⋯,

5
5x n

) 是具复的常系数的微分算子, 如果相应

的多项式 T 1 (x 1, ⋯, x n) , ⋯, T m (x 1, ⋯, x n)生成的理想 (T 1, ⋯, T m ) 是多项式环的根理想 (即素

理想的交) , 那么在常系数微分算子环中理想 (T 1 ( 5
5x 1

, ⋯,
5

5x n
, ⋯, T m ( 5

5x 1
, ⋯,

5
5x n

) )是 Z 2素的.

上述结果是对[1 ]的定理 3 的复系数形式的改进. 因为[1 ]的讨论基于H. M aass 的调和齐

式分解定理, 所以这里给出了相应形式的分析结果的一个代数证明.

先给出一个引理.

引理　设A 是有单位元的交换环, ¡i ( i∈I ) 是A 的理想,M 是任意A 2模. 如果对任意 i∈

I , ¡i 满足M 2d. a. c. , 那么∩
i∈I¡i 满足M 2d. a. c. .

证明　对任意 i∈I , annM ¡iΑ annM (∩
j∈I

Κj ) , 从而 annA annM ¡iΒ annA annM (∩
j∈I¡j ). 又, ¡i 满

足M 2d. a. c. , 即 ¡i = annA annM ¡i, Π i∈ I , 故有 ¡i Β annA annM (∩
j∈I¡j ) , 从而∩

i∈I¡i Β annA annM

(∩
i∈I¡i). 因此, ∩

i∈I¡i= annA annM (∩
i∈I¡i) , 即∩

i∈I¡i 满足M 2d. a. c. .

定理的证明　设A 是全体具复的常系数微分算子所构成的环, 那么A 代数同构于复数域

上 n 元多项式环. 所以A 是H ilbert 环, 其根理想 ¡= (T 1, ⋯, T m )可表为一些极大理想的交.

令M 是无穷次可微函数空间. 按照通常微分作用视M 为A 2模. 如果  是A 的极大理

想, 由H ilbert 零点定理,  具有形式 ( 5
5x 1

- a1, ⋯,
5

5x n
- an) , 其中 a1, ⋯, an∈C (C 表复数域).

记  在A 2模M 中的零化子为 annM . 则 annM  是微分算子组{
5

5x i
- a i, i= 1, 2, ⋯, n}的公

共解所构成的向量空间. 因为函数 e
a1x 1+ ⋯+ anx n ∈annM  , 因而 annM ≠0, 从而二重零化子

annA annM ≠A . 又, annA annM  Β  , 所以 annA annM  = . 这就证明: A 的任何极大理想

 都满足M 2d. a. c. . 由引理知, ¡满足M 2d. a. c. , 因而 ¡是 Z 2素理想.

推论　如果微分算子D 具形式∏
i, j

( 5
5x i

- a j )
lj j , 其中 i= 1, 2, ⋯, n , j 是任意整数, l ij是非

负整数, a j 是任意复数, 那么在常系数微分算子环中, 理想 (D )是 Z 2素的.
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