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摘　要　本文给出尺度因子 a= 4 时正交小波包的构造, 推广了[ 2, 4 ]引入的正交小

波包, 并给出相应的分解与再构造算法. 本文引入的正交小波包具有保持信号 f ∈L 2 的线性

相位, 也讨论了尺度因子 a= k (k∈Z, k≥2)正交小波的构造.
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一　引　言

小波理论是近年才发展起来的数学分枝, 它在科学、工程等方面有广泛的应用. C ifm an 和

M eyer
[ 2, 4 ]首次引入正交小波包的概念, 它用于进一步分解小波分量. 崔锦泰与李淳[ 3 ]把正交

小波包理论推广到非正交小波包, 使对样条小波等可以使用小波包. 程正兴[ 5 ]引入具有矩阵小

波包, 推广了[2, 4 ], [ 3 ]的结果, 使之在应用上更灵活. 对尺度因子 a= 4 有人讨论了紧支撑正

交对称尺度函数及正交小波的构造方法 (第一作者的硕士论文的一部分). 本文引入尺度因子

a = 4 时, 正交小波包的概念、性质及相应分解与重构算法. 这种小波包既拥有[2, 4 ]引入的小

波包的特点, 又拥有[3 ]引入非正交小波包的一些特点. 最后, 讨论一般尺度因子 k (k 为大于 2

的整数)的正交小波包的构造.

本文中, 用L
2 (R )表示实直线上所有平方可积函数的空间, l

2 表示平方和序列空间, 并且

在L
2 中函数的内积和 Fou rier 变换分别记为

〈f , g〉= ∫
∞

- ∞
f (x ) g (x ) d x , (1. 1)

fδ(w ) = ∫
∞

- ∞
e

- iw x
f (x ) d x , (1. 2)

对任意的函数 f , 总是使用记号

f j , k (x ) = 4
jö2

f (4
j
x - k ). (1. 3)

二　多分辨分析与小波包

满足∫
õ

- ∞
Υ(x ) d x = 0 的函数 Υ(x )∈L

2 (R )称为小波 (也称母小波) , 研究小波的重要方法
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之一是通过多分辨分析 (M u lt ire2So lu t ion analysis).

称 Υ(x )是尺度函数. 如果

Υ(x ) = ∑p k Υ(4x - k ). (2. 1)

称 Υ(x )是正交的尺度函数, 如果

〈Υ(x - j ) , Υ(x - k )〉= ∆j , k. (2. 2)

称 Υ(x )是对称的尺度函数, 如果

Υ(a- x ) = Υ(a+ x ) , 　x ∈R , (2. 3)

其中 a 为常数.

今知, 对任何函数 Υ∈L
2 (R ) , 下面论断是等价的.

( i)　{Υ(x - k ) : k∈Z}是一正交族:〈Υ(·- j ) , Υ(·- k )〉= ∆j , k , j , k∈Z.

( ii)　Υ的 Fou rier 变换满足 1
2Π∫

∞

- ∞
e

- ijw ûΥδ(w ) û 2
d x = ∆j , 0, j ∈ Z.

( iii)　恒等式∑
∞

k= - ∞
ûΥδ(w + 2Πk ) û 2 = 1 对几乎所有w 成立.

V j = clo sL 2〈Υj , k , k∈Z〉. (2. 4)

一个多分辨分析是指由 (2. 4)所定义的空间{V j }具有如下性质:

(1°)　⋯< V - 1< V 0< V 1< ⋯;

(2°)　clo sL 2 (∪
j∈Z

V j ) = L
2 (R ) ;

(3°)　∩
j∈Z

V j = {0};

(4°)　f (x )∈V m Ζ f (4x )∈V m + 1;

(5°)　Πm ∈Z,V m = clo sL 2{Υm , n}n∈Z, 且{Υm , n}n∈Z是V m 中的无条件基. 其中 Υm , n= 4m ö2Υ(4
m

x

- n).

设本文的尺度函数 Υ是紧支撑正交对称的尺度函数, 构造的三个小波是紧支撑正交小波,

分别记为 Υ1
, Υ2

, Υ3
, 且满足:

〈Υr (·- j ) , Υr (·- k )〉= ∆j , k , j , k∈Z, r= 1, 2, 3,

〈Υ1 (·- j ) , Υ2 (·- k )〉= 0, j , k∈Z,

〈Υ1 (·- j ) , Υ3 (·- k )〉= 0, j , k∈Z,

〈Υ2 (·- j ) , Υ3 (·- k )〉= 0, j , k∈Z.

(2. 4)

设W j 是V j + 1中V j 的正交补, 即

V j+ 1= V j Ý W j , (2. 5)

则

W j = clo sL 2〈Υ1
j , k , Υ2

j , k′, Υ3
j , k″, k , k′, k″∈ Z〉, (2. 6)

W
r
j = clo sL 2〈Υr

j , k , k ∈ Z〉, r = 1, 2, 3. (2. 7)

　　定理 2. 1　W j ,W
1
j ,W

2
j ,W

3
j 如 (2. 6) , (2. 7)式定义的子空间, 则

W j = W
1
j Ý W

2
j Ý W

3
j , 　j ∈ Z. (2. 8)

　　证略.
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由定理 2. 1,L
2 (R )可写成如下分解形式

L
2 (R ) = Ý

j∈Z
W j = Ý

j∈Z
(W

1
j Ý W

2
j Ý W

3
j ).

　　为了说明小波包, 使用记号

Λ0 (x ) = Υ(x ) ,

Λ1 (x ) = Υ1 (x ) ,

Λ2 (x ) = Υ2 (x ) ,

Λ3 (x ) = Υ3 (x ).

此时, Υ, Υ1
, Υ2

, Υ3 的两尺度关系写为

Λ0 (x ) = ∑p
0
k Λ0 (4x - k ) ,

Λ1 (x ) = ∑p
1
k Λ0 (4x - k ) ,

Λ2 (x ) = ∑p
2
k Λ0 (4x - k ) ,

Λ3 (x ) = ∑p
3
k Λ0 (4x - k ).

(2. 10)

定义{p
r
k }序列的两尺度符号

p
r (z ) =

1
4 ∑p

r
kz

k
, 　r = 0, 1, 2, 3. (2. 11)

　　下面引入小波包的定义, 由它们可得到一组新的基底.

定义 2. 1　由

Λ4l+ r (x ) = ∑p
r
k Λl (4x - k ) , 　r = 0, 1, 2, 3 (2. 12)

定义的函数 Λ4l+ r, l= 0, 1, ⋯, r= 1, 2, 3 称为关于尺度函数 Λ0= Υ的小波包.

为了描述 Λn 的付里叶变换, 对 n∈Z + 进行四进制展开

n = ∑
∞

j= 1
Εj 4

j - 1
, 　Εj = {0, 1, 2, 3}. (2. 13)

　　定理 2. 2　设 n 为任意非负整数, 并且 n 的四进制展式由 (2. 13) 式给出, 则正交小波

Packets Λn 的付里叶变换 Λδn 由下式给出:

Λδn (w ) = ∏
∞

j= 1

P
Εj (e

- iw ö4
j

) , 　w ∈R. (2. 14)

　　证明　对 (2. 12)式两边取付里叶变换得

Λδ4l+ r (w ) = P
r (e

- iw ö4
) Λδl (w

4
). (2. 15)

用数学归纳法证明 (2. 14)式, 假定 (2. 14)对所有 0≤n< 4
s0成立, 考虑 4

s0≤n< 4
s0+ 1

又 n= 4[
n
4

]

+ Ε1, 由 (2. 15)有

Λδn (w ) = P
Ε1 (e

- iw ö4) Λδn1
(w

4
). (2. 16)

另一方面, 因为 n1 = [
n
4

] = ∑
s0

j= 1
Εj + 14

j - 1
< 4

s0 , 由归纳假定 Λn1 = ∏
∞

j= 1
p

Εj+ 1 (e
- iw ö4 j

) , 并用 (2.

16)便得到 (2. 14)式.
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定理 2. 3　设 Υ是任意正交尺度函数, 且{Λn}是关于 Υ的小波 Packets, 则对每一个 n∈

Z+ ,

〈Λn (õ- j ) , Λn (õ- k )〉= ∆j , k , 　j , k ∈ Z. (2. 17)

　　证明　因为 Λ0= Υ满足 (2. 17) , 对 (2. 17)使用数学归纳法. 假定 (2. 17)满足 0≤n< 4
s0的所

有 n 成立, 考虑 4
s0≤n< 4

s0+ 1
, 利用定理 2. 2, 有

〈Λn (õ- j ) , Λn (õ- k )〉=
1

2Π∫
∞

- ∞
ûΛδn (w ) û 2

e
- i (k- j )w

dw

　 =
1

2Π∫
∞

- ∞
ûP

Ε1 (e
- iw ö4

) û 2ûΛδ
[ n

4 ]
(w

4
) û 2

e
- i (k- j )w

dw

　 =
1

2Π∑
∞

l= - ∞∫
8Π( l+ 1)

8Πl
ûP

Ε1 (e
- iw ö4

) û 2ûΛδ
[ n

4 ]
(w

4
) û 2

e
- i (k - j )w

dw

　 =
1

2Π∫
8Π

0
e

- i (k - j )w ûP
Ε1 (e

- iw ö4
) û 2 ∑

∞

l= - ∞
ûΛδ

[ n
4 ]

(w
4

+ 2Πl) û 2
dw

　 =
1

2Π∫
8Π

0
e

- i (k - j )w ûP
Ε1 (e

- iw ö4
) û 2

dw .

因之, 用归纳假设得到

〈Λn (õ- j ) , Λn (õ- k )〉=
1

2Π∫
8Π

0
e

- i (k- j )w ûP
Ε1 (e

- iw ö4
) û 2

dw

　 =
1

2Π∫
2Π

0
e

- i (k- j )
{ûP

Ε1 (z ) û 2
+ ûP

Ε1 (w 1z ) û 2
+ ûP

Ε1 (w 2z ) û 2
+ ûP

Ε1 (w 3z ) û 2
}dw

　 =
1

2Π∫
2Π

0
e

- i (k- j )w
dw = ∆j , k.

其中用到下面恒等式

ûP
Ε(z ) û 2 + ûP

Ε(w 1z ) û 2 + ûP
Ε(w 2z ) û 2 + ûP

Ε(w 3z ) û 2 = 1, (2. 18)

其中 Ε= 0, 1, 2, 3, z = e
- iw ö4

k

,w k 为 z
4
- 1= 0 的非 1 的三个根 (k= 1, 2, 3).

定理 2. 4　令{Λn}是关于正交尺度函数 Υ的正交小波包, 则

〈Λ4n (õ- j ) , Λ4n+ Ε(õ- k )〉= 0, 　Ε= 1, 2, 3, j , k ∈ Z. (2. 19)

　　证明　已知有下恒等式

　　　　　P
Εj (z ) + P

Εk (z ) + P
Εj (w 1z )·P

Εk (w 1z ) + P
Εj (w 2z )·P

Εk (w 2z )

+ P
Εj (w 3z )·P

Εk (w 3z ) = 0, (2. 20)

其中ûz û= 1, w k 为 z
4- 1= 0 的三个非 1 根 (k = 1, 2, 3) , Εj≠Εk , Εj , Εk∈{0, 1, 2, 3}.

利用 (2. 20)和定理 2. 3 的类似方法, 很容易证明定理 2. 4.

下面看空间L
2 (R )的正交分解. 令

U
n
j = clo sL 2 (R )〈4jö2Λn (4

j
x - k ) , k ∈ Z〉. (2. 21)

　　定理 2. 5　n 为非负整数, 那么

U
n
j + 1 = U

4n
j Ý U

4n+ 1
j Ý U

4n+ 2
j Ý U

4n+ 3
j . (2. 22)

　　利用定义 2. 1 及定理 2. 4 很容易证明定理 2. 5.

定理 2. 6　对每一个 j = 1, 2, ⋯
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W
r
j = U

r×4
k

j - k Ý U
r×4

k
+ 1

j - k Ý ⋯ Ý U
(r+ 1)×4

k
- 1

j - k , (2. 23)

W
r
j = U

r×4
j

0 Ý U
r×4

j
+ 1

0 Ý ⋯ Ý U
(r+ 1)×4

j
- 1

0 , (2. 24)

其中 k= 1, 2, ⋯, r= 1, 2, 3.

推论 2. 7　对每一个 j = 0, 1, 2, ⋯

L
2 (R ) = Ý

j∈Z
W j = ⋯ Ý W - 1 Ý W 0 Ý U

4
0 Ý U

5
0 Ý ⋯

= ⋯ Ý (W
1
- 1 Ý W

2
- 1 Ý W

3
- 1) Ý

k∈Z
U

k
0, (2. 25)

族{Υ
r
j , k , Λn (·- k ) : j = ⋯- 2, - 1, r= 1, 2, 3, n= 0, 1, 2, ⋯, k∈Z}是L

2 (R )的一组正交基.

下面给出相应于定理 2. 5 的分解与再构造算法.

设 f
n
j (x )∈U

n
j , 则 f

n
j (x )可表示为

f
n
j (x ) = ∑

l

d
j , n
l Λn (4

j
x - l). (2. 26)

由 (2. 22) , f
n
j + 1分解为 f

4n
j , f

4n+ 1
j , f

4n+ 2
j , f

4n+ 3
j , 则有

分解算法:

d
j , 4n+ Ε
l = ∑

k

a
(Ε)
k- 4ld

j+ 1, n
k , 　Ε= 0, 1, 2, 3, (2. 27)

　　再构造算法:

d
j+ 1, n
e = ∑

k
∑

3

Ε= 0

p
(Ε)
l- 4kd

j , 4n+ Ε
l . (2. 28)

三　尺度因子为 a 时正交小波包的构造

本节中尺度因子 a 为不小于 2 的整数.

为了引入小波包, 仍设 Υ(x ) 是正交尺度函数, 假设存在 a- 1 个正交小波 Υr ( r= 1, 2, ⋯, a

- 1). Υ(x ) , Υr 相应的尺度符号为 P
r (z ) (r= 0, 1, ⋯, a- 1) , 具体地

Υ(x ) = ∑
k∈Z

P
0
k Υ(ax - k ) , (3. 1)

Υr (x ) = ∑
k∈Z

P
r
k Υ(ax - k ) , 　r = 1, 2, ⋯, a - 1, (3. 2)

P
r (z ) =

1
a ∑k∈Z

P
r
kz

k , 　r = 0, 1, ⋯, a - 1, (3. 3)

用 Λ0 (x ) = Υ(x ) , Λr (x ) = Υr (x ).

定义 3. 1　设 Υ是任意正交尺度函数,

Λal+ r (x ) = ∑
k∈Z

P
r
k Λl (ax - k ) , (3. 4)

其中 r= 0, 1, ⋯, a- 1, l= 0, 1, ⋯, 定义{Λn}称为关于尺度函数 Λ0= Υ的正交小波包.

n∈Z+ , 对 n 进行 a 进制展开:

n = ∑
∞

j= 1
Εj a

j - 1
, 　Εj = {0, 1, ⋯, a - 1}. (3. 5)

　　定理 3. 2　n 为任意非负整数, 且 n 的 a 进制展开由 (3. 5) 式给出, 则正交小波包 Λn 的付
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里叶变换 Λδn 由下式给出:

Λδn (w ) = ∏
∞

j= 1
P

Εj (e
- iw öa j

) , 　w ∈R. (3. 6)

　　定理 3. 3　令{Λn}是关于正交尺度函数 Υ的正交小波包, 则

〈Λn (õ- j ) , Λn (õ- k )〉= ∆j , k , 　j , k ∈ Z, n ∈ Z+ . (3. 7)

　　定理 3. 4　令{Λn}是关于正交尺度函数 Υ的正交小波包, 则

〈Λan (õ- j ) , Λan+ Ε(õ- k )〉= 0, 　Ε= 1, 2, ⋯, a - 1. (3. 8)

　　定理 3. 5　n 为非负整数, 那么

U
n
j+ 1 = U

an
j Ý U

an+ 1
j Ý ⋯ Ý U

an+ a- 1
j . (3. 9)

　　定理 3. 2—定理 3. 5 的证明完全类似第二节相应的定理的证明. 对于尺度因子为 a 时, 也

具有相应的分解算法与再构造算法, 该算法与第二节类似.
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Con struction of Orthonormal W avelet Packets

Y ang S houz h i
(X inyang T eacher′s Co llege, 464000)

Y ang X iao Z hong　　Cheng Z heng x ing
(X i′an J iao tong U niversity, 710049)

Abstract

In th is paper, the no t ion of o rthono rm al w avelet packets in troduced by Co ifm anand

M eyer is genera lized to w avelet packets w ith the sca ling facto r a (a ≥ 2, a ∈ Z). A lgo rithm s

fo r im p lem en ta t ion s are a lso developed.

Keywords　w avelet, o rthono rm al w avelet packets, m u lt i2reso lu t ion analysis.
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