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关 于 Bern ste in 的 一 个 插 值 多 项 式
Ξ

朱　来　义
(中国人民大学信息学院, 北京 100872)

摘　要　本文证得 lim
n→∞

　 sup
f ∈C [- 1, 1 ]

　 m ax
x∈[- 1, 1 ]

ûP n (f , x ) û = + ∞, 因此 P n (f , x ) 不能对

一切 f (x )C [- 1, 1 ]在[ - 1, 1 ]上一致收敛于 f (x ).
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设

x k = co s
2k - 1

2n
Π, 　k= 1, 2, ⋯, n

是第一类 chebyshev 多项式 T n (x ) = co snarcco sx 的零点, f (x ) ∈C [ - 1, 1 ] , 则 f (x ) 在{x k }
n
k= 1上

的L agrange 插值多项式L n (f , x )为

L n (f , x ) = ∑
n

k= 1
f (x k ) I

(n)
k (x ) , (1)

其中

I
(n)
k (x ) =

Ξn (x )
(x - x k ) Ξ′

k (x k )
, Ξn (x ) = ∏

n

k= 1

(x - x k ). (2)

f (x )在{x k }
n
k= 1上的H erm ite2Fejér 插值多项式H 2n- 1 (f , x )为:

H 2n- 1 (f , x ) = ∑
n

k= 1
f (x k ) (1 - x x k ) [

T n (x )
x - x k

]2. (3)

　　由 Faber 和Bern stein 定理知道: 存在 f (x )∈C [ - 1, 1 ] , 使得L n (f , x )在[ - 1, 1 ]上不一致收

敛于 f (x ). 由 Fejér 的定理知道: 对任何 f (x ) ∈C [ - 1, 1 ] , H 2n- 1 (f , x ) 在[ - 1, 1 ]上一致收敛于

f (x ). 这是由于H 2n- 1 (f , x ) 的次数是L n (f , x ) 的次数的两倍. 1930 年, S. Bern stein 在哈尔科

夫召开的“全苏数学代表大会”上提出了如下问题: 给定 Κ, 1< Κ< 2, 对于任意的连续函数 f (x )

是否可以构造次数M < ΚN 的插值多项式与 f (x ) 在给定的N 个点上相同, 当N →+ ∞时, 一

致收敛于 f (x ) ? 在文献[1 ]中, S. Bern stein 构造了 2l2ad ju sted 插值多项式 (见[2 ]和[3 ])回答

了上述的问题. 关于 2l2ad ju sted 插值多项式的最新结果可参看文献[ 3 ]. 另外, 在文献[ 2 ]中,

S. Bern stein 还构造了一种修正的L agrange 插值多项式

P n (f , x ) =
2T n (x )

n (2h + 1)∑
n

k= 1

(- 1) k+ 1
f (x k ) 1 - x

2
k

(x - x k)
2 sin (2h + 1) a rcsin

x - x k

2
, (4)
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其中 f (x )∈C [ - 1, 1 ] , 0< ∆1≤
2h
n

< ∆2< 1, h 是自然数, ∆1, ∆2 是给定的正数. 这是一个 n+ 2h -

1 次多项式, 在 n 个点{x k }
n
k= 1上与 f (x ) 的值相同. 由文献[ 1 ]知道: 对任意的正数 Ε, 设 p Ε 是满

足 4L
Π∆1p Ε

<
Ε
2
的自然数, L = m ax

x∈[ - 1, 1 ]
û f (x ) û =

记

‖f ‖, 当 n 满足 3p ΕΞ(
2p ΕΠ

n
) <

Ε
2
时, 对任何 x ∈

(- 1, 1) 有

1- x 2 ûP n (f , x ) - f (x ) û< 3p ΕΞ(
2p ΕΠ

n
) +

4L
Π∆1p Ε

< Ε, (5)

这里 Ξ( t)是 f (x )在[ - 1, 1 ]上的连续模.

显然, (5)式不足以说明对任何 f (x )∈C [ - 1, 1 ] , P n (f , x )在端点- 1 和 1 处不收敛于 f (x ).

本文证得

lim
n→∞

sup
f ∈C [- 1, 1 ]
‖f ‖≤1

m ax
x∈[ - 1, 1 ]

ûP n (f , x ) û= + ∞,

从而说明了插值多项式 P n (f , x )不能对一切 f (x )∈C [ - 1, 1 ] , 在[ - 1, 1 ]上一致收敛于 f (x ). 结

果为:

定理　设 n= 2m + 1, h= [
m
2

], 存在 f m (x )∈C [ - 1, 1 ] , ‖f m ‖≤1, 使得

P 2m + 1 (f m , 1)≥ 2
Π2 lnm . (6)

由此可即得如下推论:

推论　对于插值多项式 (4) , 有

lim
n→∞

　 sup
f ∈C [- 1, 1 ]
‖f ‖≤1

　 m ax
x∈[ - 1, 1 ]

ûP n (f , x ) û= + ∞. (7)

定理的证明　由于

(- 1) k+ 1
sin (2h+ 1) arcsin

1- x k

2
= sin [ (k+ 1) Π+ (2h+ 1) arcsin

1- x k

2
],

构造线性函数 f m (x )使得

f m (x k ) = sgn (sin [ (k+ 1) Π+ (2h+ 1) arcsin
1- x k

2
]) , (8)

则

P n (f m , 1) =
2

n (2h + 1)∑
n

k= 1

1 - x
2
k

(1 - x k )
2 û sin (2h + 1) a rcsin

1 - x k

2
û , (9)

这里 n= 2m + 1, h= [
m
2

].
n+ 2h - 1

n
= 1+

2[
m
2

]- 1

2m + 1
→ 3

2
. 因此

P n (f m , 1) ≥ 2
n (2h + 1)∑

h

k= 1

1 - x
2
k

(1 - x k ) 2 û sin (2h + 1) a rcsin
1 - x k

2
û. (10)

由于

x k = co s
2k - 1
4m + 2Π,

1- x k

2
= sin2 2k - 1

8m + 4Π, 　k= 1, 2, ⋯, h ,

则
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0≤
1- x k

2
≤sin2 Π

8
=

2- 2
4

. (11)

又由于

û sin (2h+ 1) arcsin
1- x k

2
û= ûco s (2h+ 1) arcco s

1- x k

2
û= ûT 2h+ 1 (

1- x k

2
) û

T 2h+ 1 (x )的零点为 x
(h)
j = co s

2j - 1
4h+ 2Π, j = 1, 2, ⋯, 2h+ 1. 则 j = h+ 1 时,

x
(h)
j = 0, x

(h)
h = sin

Π
2h+ 1

.

即 T 2k+ 1 (x )在[0, 1 ]中最靠近 0 的一个零点为 sin
Π

2h+ 1
, 在这之间 T 2h+ 1 (x )不变号. 另外, 当 1

≤k≤[ m ]时

0≤
1- x k

2
= sin2 2k - 1

8m + 4Π≤ ( Π
4 m

) 2≤sin
Π

2 (2h+ 1) ,

从而

0≤ (2h+ 1) arcsin
1- x k

2
≤ Π

2
, (12)

因此由 (10) , (12)可得

P n (f m , 1)≥ 2
(2m + 1) (2h + 1) ∑

[ m ]

k= 1

1 - x
2
k

(1 - x k ) 2 sin (2h + 1) a rcsin
1 - x k

2

≥ 2
(2m + 1) (2h + 1) ∑

[ m ]

k= 1

1

(1 - x k )
3
2

2 (2h + 1) a rcsin
1 - x k

2
Π

≥ 2
(2m + 1) Π∑

[ m ]

k= 1

1

1 - x k

.

由于 1- x k = 2sin2 2k - 1
8m + 4Π, 因此

1- x k≤ 2 Π 2k - 1
8m + 4

. (14)

由 (13) , (14)可得

P n (f m , 1) ≥ 4 2
Π2 ∑

[ m ]

k= 1

1
2k - 1

≥ 2 2
Π2 ∑

[ m ]

k= 1

1
k

≥ 2
Π2 lnm.

这就完成了定理的证明.
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On an In terpola tion Polynom ia l of Bern ste in
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Abstract

In the p resen t paper w e p rove

lim
n→∞

　 sup
f ∈C [- 1, 1 ]
‖f ‖≤1

　 m ax
x∈[ - 1, 1 ]

ûP n (f , x ) û = + ∞.

T herefo re it isn′t t rue tha t P n (f , x ) converges to f (x ) un ifo rm ly in [ - 1, 1 ] fo r any f (x ) ∈

C [ - 1, 1 ] .

Keywords　zero s of the first k ind of chebyshev po lynom ia l, m odifing L agrange in terpo la t ion

po lynom ia l, un ifo rm convergence.
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