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可逆的渐近非扩张型半群的遍历定理
Ξ

王　为　民
(浙江工业大学基础部, 杭州 310014)

摘　要　本文在H ilbert 空间中证明了右可逆的连续渐近非扩张型半群的遍历保核

收缩存在定理, 并讨论了可控的连续渐近非扩张型半群的遍历收敛定理.
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§1　引　言

设 C 是Banach 空间 X 中的非空闭凸子集, S 是右可逆的半拓扑半群, T = {T s: s∈S }是

一族从C 到C 中的自映射. T 叫做右可逆的渐近非扩张型半群是指 T 满足下列条件:

( i)　对所有 s, t∈S , x ∈C , T stx = T sT tx ;

( ii)　对每一 x ∈C , 映射 s→T sx 从 S 到C 中是连续的;

( iii)　对每一 x ∈C , lim
s∈S

[ sup
y∈C

(‖T sx - T sy‖- ‖x - y‖) ]≤0.

显然, 右可逆的非扩张半群是右可逆的渐近非扩张半群; 右可逆的渐近非扩张半群是右可逆的

渐近非扩张型半群. 反之均不成立[ 4, 6 ]
. 设 T = {T s: s∈S }是右可逆的渐近非扩张型半群, 如果

对每一 s∈S , T s 是连续的, 则称 T 为右可逆的连续渐近非扩张型半群.

第一个关于非扩张映射遍历收敛定理是由Baillon
[ 1 ]在 1975 年证得的: 设 C 是H ilbert 空

间H 的非空闭凸子集, T 是C 上的非扩张自映射且有不动点, 则对每一 x ∈C , Cesàro 中值

S n (x ) =
1
n ∑

n- 1

k= 0
T

k
x , 　n = 1, 2, ⋯

弱收敛于 T 的不动点. 之后,Ba illon 和B rézis
[ 2 ]又获得了单参数非扩张半群的遍历收敛定理.

最近, 游兆永和徐洪坤[ 9 ]证明了连续渐近非扩张型映射的遍历收敛定理. 另一方面, T aka2
hash i

[ 8 ]研究了右可逆的非扩张半群的遍历保核收缩的存在性. Róde
[ 7 ]讨论了可控的非扩张半

群的遍历收敛定理, 并推广了Cesàro 中值. 本文的目的是在H ilbert 空间中将上述结果推广到

右可逆 (或可控)的连续渐近非扩张型半群.

记号: 除特别指明外, H 表示实 H ilbert 空间; S 表示右可逆的半拓扑半群; →表示强收

敛; coD 表示D 的凸闭包; F (T )表示 T = {T s: s∈S }的公共不动点集合.

在本文主要结果的证明中, 下面的引理起着重要的作用.

引理 1　设C 是H 的非空闭凸子集, {x s}s∈S 是C 中的有界网. 令
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g (x ) = lim
s∈S

‖x s- x ‖
2
, 　x ∈C

则存在唯一点 z∈C 使得 g (z ) = inf{g (x ) : x ∈C }.

引理 2　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是右可逆的连续渐近非扩张型半群,

则 F (T )是闭凸集.

引理 3　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是右可逆的连续渐近非扩张型半群,

F (T )≠Á . 对 x ∈C , 网{T sx }s∈S 有界, 则集合

∩
t∈S

co (T sx : s≥t)∩F (T )

至多含有一点.

§2　主要结果

命题 1　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是右可逆的连续渐近非扩张型半群,

F (T )≠Á . 设 P 是从H 到 F (T )上的度量投影, 则对 x ∈C , 网{P (T sx ) }s∈S 强收敛于一点 z

∈F (T ). 而且, 若网{T sx }s∈S 弱收敛于一点 y∈F (T ) , 则 y = z.

证明　对每一 t∈S 和任意 Ε> 0, 存在 s0∈S , 使得 s≥s0 时, 有

‖T sP (T tx ) - T sT tx ‖< ‖P (T tx ) - T tx ‖+ Ε.
当 s≥s0 t 时, 不妨设 s≠s0 t, 则存在网{sΑ}< S 使得 sΑs0 t→s, 于是

　　　‖P (T tx ) - T sΑs0 tx ‖= ‖T sΑs0P (T tx ) - T sΑs0T tx ‖≤‖P (T tx ) - T tx ‖+ Ε,

‖P (T sx ) - T sx ‖≤‖P (T tx ) - T sx ‖≤‖P (T tx ) - T tx ‖+ Ε.

由 Ε的任意性得lim
s∈S

‖P (T sx ) - T sx ‖存在. 据度量投影的性质[ 9 ]
, 可知

　　　　‖P (T sx ) - P (T tx )‖2≤‖T sx - P (T tx )‖2- ‖P (T sx ) - T sx ‖2

　≤ (‖P (T tx ) - T tx ‖+ Ε) 2- ‖P (T sx ) - T sx ‖2.

再由 Ε的任意性得

lim
t∈S

lim
s∈S

‖P (T sx ) - P (T tx )‖2
= 0.

故{P (T sx ) }是H 中的Cauchy 网. 因此, 该网必强收敛于某一点 z∈F (T ).

如果网{T sx }弱收敛于一点 y∈F (T ) , 由度量投影的性质[ 9 ]
, 对所有 u∈F (T ) , s∈S , 有

〈T sx - P (T sx ) , u - P (T sx )〉≤0,

因此,〈y - z , u - z〉≤0. 取 u= y 得 y - z. □

下面的定理 1 推广了 T akahash i
[ 8 ]的结果.

定理 1　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是右可逆的连续渐近非扩张型半群,

F (T )≠Á . 对每一 x ∈C , 网{T sx }s∈S 有界, 则下列条件等价:

( i)　∩
t∈S

co (T sx : s≥t)∩F (T )≠Á .

( ii)　存在一个从C 到 F (T ) 上的非扩张保核收缩Q 使得对每一 s∈S , Q T s= T sQ = Q ,

而且Q x ∈co (T sx : s∈S ).

证明　 ( ii) ] ( i). 显然,Q x ∈F (T ). 因为对每一 t∈S , 有

Q x = Q T tx ∈co (T sT tx : s∈S ) = co (T sx : s≥t) ,

所以
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Q x ∈∩
t∈S

co (T sx : s≥t).

( i) ] ( ii). 　由引理 3 知

∩
t∈S

co (T sx : s≥t)∩F (T ) = {z },

lim
s∈S

‖T sx - z‖2= inf{lim
s∈S

‖T sx - y ‖2: y∈F (T ) }.

设 P 是从H 到 F (T )上的度量投影, 由命题 1 知, {P (T tx ) }强收敛于某一 v∈F (T ). 下

面证明 v = z. 对每一 t∈S. Ε和 s0 如同在命题 1 中. 设 s≥s0 t, 不妨设 s∈Sθs0 t, 则存在网{sΑ}< S

使得 sΑs0 t→s. 进而

　‖P (T tx ) - T sΑs0 tx ‖
2
= ‖T sΑs0P (T tx ) - T sΑs0T tx ‖

2≤ (‖P (T tx ) - T tx ‖+ Ε) 2
.

由 Ε的任意性得Π y∈F (T ) , Π t∈S , 有

lim
s∈S

‖T sx - P (T tx )‖2≤‖y - T tx ‖
2
,

lim
s∈S

‖T sx - v‖
2≤lim

t∈S
‖T tx - y‖

2
,

于是, 椐引理 1, v = z = lim
t∈S

P (T tx ).

对每一 x ∈C , 令Q x = lim
t∈S

P (T tx ) , 则对每一 s∈S , T sQ x = Q x 且

Q T sx = lim
t∈S

P (T tT sx ) = lim
t∈S

P (T tsx ) = Q x ,

Q x ∈co (T sx : s∈S )是显然的. 最后, 对 x , y∈C

‖Q x - Qy ‖= lim
t∈S

‖P (T tx ) - P (T ty )‖.

任给 Ε2> 0, 存在 t2∈S , 当 t≥t2 时, 有

　　　　　‖T tx - T ty‖≤‖x - y‖+ Ε2,

　　　　　lim
t∈S

‖T tx - T ty‖≤‖x - y ‖+ Ε2

由 Ε2 的任意性及 P 是非扩张的, 即得‖Q x - Qy‖≤‖x - y‖. 证毕.

以下总假定 S 是可控的半拓扑半群. 周知可控的半拓扑半群是右可逆的[ 3, 5 ]
. 若 Λ是 S 上

的中值, C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是可控的连续渐近非扩张型半群, 则对每一

x ∈C , 存在唯一的点 T Λx ∈H , 使得

〈T Λx , y 〉= ∫〈T sx , y 〉d Λ(s) , 　Π y ∈H ,

且 T Λx ∈co (T sx : s∈S ) [ 7 ]. 记 T Λx =
△

∫T sx d Λ(s).

命题 2　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是可控的连续渐近非扩张型半群, 对

每一 x ∈C , 网{T sx }s∈S 有界. 又设 Λ, Κ是 S 上任意两个不变中值, 则 T Λx = T Κx ∈F (T ).

证明　对每一 x ∈C , 令 z = T Λx. 任给 Ε> 0, 存在 s0∈S , 使得 s≥s0 时, Π t∈S , 有

　- Ε≤‖T tx - z‖
2
- ‖T stx - T sz‖

2

= ‖T tx - T sz‖2
+ 2〈T tx - T sz , T sz - z〉+ ‖T sz - z‖2

- ‖T stx - T sz‖2
.

利用不变中值的性质[ 3 ] , 可得

- Ε≤‖T sz - z‖2+ 2〈z - T sz , T sz - z〉= - ‖T sz - z‖2.

由 Ε的任意性及 T s 的连续性得 z∈F (T ).

对任意 y∈H , 因 Λ是不变中值, 故Π t∈S
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〈T Λx , y〉= ∫〈T sx , y 〉d Λ(x ) = 〈∫T stx d Λ(s) , y 〉,

T Λx = ∫T stx d Λ(s) ∈ co (T stx : s ∈ S ) = co (T sx : s ≥ t).

进而, 由引理 3 知 T Λx = T Κx. 证毕.

下面的定理 2 推广了Rodé
[ 7 ]的结果.

定理 2　设C 是H 的非空闭凸子集, T = {T s: s∈S }是可控的连续渐近非扩张型半群, 对

每一 x ∈C , 网{T sx }s∈S 有界. 若 S 上的中值网{ΛΑ}Α∈A 是渐近不变的, 则 T ΛΑx 弱收敛于 y ∈

F (T ) . 若令Q (x ) = W - lim
Α∈A T ΛΑx , 则Q (x ) ∈co (T sx : s∈S ) 且Q 是从 C 到 F (T ) 上的非扩

张保核收缩,Q T s= T sQ = Q (Π s∈S ). 此外,Q (x )与{ΛΑ}Α∈A 的选择无关.

证明　由 [ 3 ]可知, 中值网{ΛΑ}Α∈A 有弱3 聚点 Λ, 而且 Λ是不变中值. 于是, 据命题 2 知,

T Λ是从C 到 F (T )上的投影. 可以证明: T ΛΑ按弱算子拓扑收敛于 T Λ. 事实上, 固定 x ∈C , y

∈H , 则函数 f : S →R, f (s) =〈T sx , y 〉(Π s∈S ) 是有界函数. 对每一 S 上的中值§, 按 T §的

定义, 有

§ (f ) = 〈T §x , y 〉= ∫〈T sx , y 〉d§ (s).

如果 a∈R 是{ΛΑ(f ) }Α∈A 的聚点, 那么存在{ΛΑ}Α∈A 的弱3 聚点 Κ使得 a= Κ(f ). 因为 Κ也是不变

中值, 由命题 2 知, T Λ= T Κ, 进而

a= Κ(f ) = 〈T Κx , y 〉= 〈T Λx , y 〉,

〈T ΛΑx , y〉= ΛΑ(f ) → Κ(f ) = 〈T Λx , y 〉, 　Α∈A .

令Q (x ) = W - lim
Α∈A T ΛΑx , 从命题 2 得, Q (x ) 与{ΛΑ}Α∈A 的选择无关. 与定理 1 的证明相仿, 可

得,Q 是从C 到 F (T )上的非扩张保核收缩, Q T s= T sQ = Q 且Q (x )∈co (T sx : s∈S ).

接下来讨论定理 2 的应用.

设 T 是 C 上的连续渐近非扩张映射[ 6 ]
, S = {0, 1, 2, ⋯}具有离散拓扑. Π n∈S , 令 T n =

T
n. 设{ΛΑ}Α∈A 是 S 上的中值网: Π f ∈l∞

ΛΑ(f ) = ∑
∞

k= 0
q

k
Αf (k ) , q

k
Α≥ 0, ∑

∞

k= 0
q

k
Α = 1,

则{ΛΑ}是渐近不变的当且仅当Π f ∈l∞,

lim
Α∈A

[ΛΑ(f ) - ΛΑ(f
1) ]= 0.

当A = {1, 2, ⋯}时, 上式等价于

lim
n→∞

(q
0
n + ∑

∞

k= 0
ûq

k+ 1
n - q

k
nû ) = 0.

特别地, 令

q
k
n=

1
n

, 　k= 0, 1, ⋯, n- 1,

0, 　k≥n ,

f (k ) =〈T
k
x , y〉, x , y∈H , 则 T Λn

x =
1
n ∑

n- 1

k= 0
T

k
x. 这样, 得到[9 ]中的定理 3. 2.

如果 S = (0, + ∞) 具有自然拓扑, 那么可得单参数连续渐近非扩张型半群的遍历收敛定
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理. 它推广了Baillon 和B rézis
[ 2 ]的结果, 且有

W - lim
s→∞

1
s∫

s

0
T tx d t = W - lim

Κ→0+
Κ∫

∞

0
e

- Κt
T tx d t.
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Ergod ic Theorem s for Reversible Sem igroups of
A sym ptotica lly Nonexpan sive Type

W ang W eim in
(Zhejiang U niv. of T ech. , H angzhou 310014)

Abstract

In th is paper, the ex istence theo rem of ergodic retract ion fo r a righ t reversib le sem i2
group of asym p to t ica lly nonexpan sive type is p roved in the fram ew o rk of H ilbert space. W e

discu ss the ergodic convergence.

Keywords　sem igroup of asym p to t ica lly nonexpan sive type, nonexpan sive retract ion, ergod2
ic theo rem.
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