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Banach 空间上的不连续映射的不动点定理
Ξ

毛　二　万ΞΞ

(河北师范大学数学系, 石家庄 050016)

摘　要　本文把著名的 Schauder 定理推广到不连续映射的情形, 主要的结果表明对

任一Banach 空间中的任一给定的紧凸子集上的任一自映射, 可以在紧凸集上找一点 x , 使‖x

- f (x )‖不超过函数的固定的不连续测量, 这一结果推广了 Schauder 定理和文[ 1 ]的结果.
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§1　引　言

Schauder 不动点定理表明Banach 空间上的任一紧凸集 X 上的任一连续自映射至少存在

一个不动点, 这一定理因其简明实用而著名.

但在一些情况下, Schauder 定理中的连续性假设并不满足, 因缺少这一条件而使定理不

再成立. 但它也不是完全错误, 这主要指下列事实: 映射的小的跳跃导致的不连续能保证映射

有“近似不动点”. 这一问题的讨论有其理论和实际意义. 在文[ 1 ]中 J. C. L udig 和 I. D iner 在

R
n 中讨论了不连续映射的不动点定理, 得到了重要结论, 同时把所得结果应用到了实际问题

上. 本文在Banach 空间上讨论了这一问题, 所得结果推广了著名的 Schauder 定理和文[ 1 ]的

结果.

§2　主要结果

设 E 是Banach 空间, X 是 E 中的紧凸子集, f : X →X 是任一映射, 定义 f 在 X 上的两个

不连续测量为:

∆(f ) = sup
x∈X

　 lim
Ε→0+

　 sup
z∈B Ε(x )∩X

‖f (x ) - f (z )‖,

∆′(f ) = sup
x∈X

　 lim
Ε→0+

　 sup
y , z∈Bφ

Ε(x )∩X
‖f (y ) - f (z )‖.

这里B Ε(x )代表 E 中以 x 为中心, 以 Ε为半径的闭球,Bφ
Ε(x )代表 E 中以 x 为中心, Ε为半

径的去心闭球.

用定义易得下列结果:
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命题 1　 (1)　∆(f ) = 0Ζ f : X →X 连续.

(2)　∆′(f )≤2·∆(f ).

本文得到的主要结果是:

定理　设 E 是Banach 空间, X 是 E 中的紧凸子集, f : X →X 是任一映射, 则:

(1)　存在 x
3 ∈X , ‖x

3 - f (x
3 )‖≤∆(f ) ;

(2)　任给 Ε> 0, 存在 x ′∈X , 使得‖x ′- f (x ′)‖≤∆′(f ) + Ε.
注 1　当 f 连续时, 由命题 1 知 ∆(f ) = 0, 定理 (1)中的 x

3 便是 x 的不动点, 因此该定理包

含 Schauder 定理为特例.

注 2　取 E = R
n , 便得文[1 ]中主要定理.

§3　主要结果的证明

为证主要定理, 引入下列引理:

引理 1 (Fan2Kaku tan i)
[ 2 ]　设 K 是局部凸线性拓扑空间G 的紧凸子集, F : K →2K 是非空

闭凸值上半连续映射, 则存在 x 0∈K , 使得 x 0∈F (x 0).

F 在 K 上的上半连续及 K 紧时上半连续的等价定义见[2 ].

下面的几个引理给出了 f 的“连续化映射”的定义及性质.

引理 2　设 X 是Banach 空间 E 中的紧凸子集, f : X →X 为任一给定的映射, 定义 f 的

“连续化映射”H f : X →2X 是点到集的映射:

H f (x ) = {y∈X , 存在{x n}Α X , x n→x 且对任一 n∈N , x n≠x , y = lim
n→∞

f (x n) },

这里N 代表自然数集. 则H f : X →2X 是非空闭值上半连续映射.

为证这一引理, 给出一个一般性的引理.

引理 3　设 (M , d ) 是任一给定的度量空间, f : M →M 是任一给定的映射; 设M 中点列

{x nm , n∈N ,m ∈N }满足下列条件:

(1)　任一固定 n∈N , x nm →x n , f (x nm )→y n;

(2)　 (1)中得到的点列{x n}合下列条件: 对任一 n∈N , x n≠x 0, 且 x n→x 0, y n→y 0, 则{x nm }

中存在子列{z k }, 使{z k }合下列条件:

1°　任给 k∈N , z k≠x 0, z k→x 0;

2°　f (z k)→y 0.

证明　利用假设 (2) , 对任一 k∈N , 存在唯一最小的 a (k )∈N , 使得当 i≥a (k )时:

‖y i- y 0‖< 1ök , 　‖x i- x 0‖< 1ök.

利用假设 (1) , 对于给定的 i, k ∈N , 存在唯一最小自然数B ( i, k ) , 使得当 j ≥B ( i, k ) 时,

‖y i - f (x ij )‖ < 1ök , 且‖x i - x ij‖ < 1ök , 对于任一给定的 k ∈N , 定义 b (k ) = m in{m ∈

N , m ≥B [a (k ) , k ], x a (k )m ≠ x 0}, 因为lim
j→∞

x a (k) j = x a (k) ≠ x 0, 因此 b (k ) 已定义好, 定义 z k =

x a (k) b (k ) , 则{z k } 合乎要求;

(1)　‖z k - x 0‖≤‖z k - x a (k)‖ + ‖x a (k ) - x 0‖≤ 2ök , 且对任一 k ∈N , z k ≠ x 0, 且

z k → x 0 (k →∞).
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(2)　‖y 0 - f (z k )‖≤‖y 0 - y a (k )‖ + ‖y a (k ) - f (x a (k) b (k ) )‖≤ 2ök , 因此, lim
k→∞

f (z k)

= y 0. 证毕.

引理 2 的证明　利用X 是紧集, 为证H f 的上半连续性, 仅证H f 在X 上的闭性即可. 设

{x n} ∈X , 且 x n → x 0, {y n} 满足 y n ∈H f (x n) (Π n) 且 y n → y 0.

下证, y 0 ∈H f (x 0). 利用定义可证明: 对任一给定的 x ∈X , H f (x ) 是X 的非空闭集; 不失

一般性可设对任一 n ∈N , x n ≠ x 0, 利用H f 的定义, 对任一给定的 n ∈N , 存在{x nm } Α X , x nm

→ x n (m →∞) , f (x nm ) → y n (m →∞) , 且对任一m ∈N , x nm ≠ x n. 这样点列{x nm } 满足引理 3

的条件, {x nm } 中存在子列{z k }, z k → x 0, 且对任一 k ∈N , z k ≠ x 0, f (z k ) → y 0 (k →∞). 利用H f

的定义知: y 0 ∈H f (x 0). □

为了应用 Fan2Kaku tan i 定理, 引入映射的“闭凸值连续化映照”, 并给出它的性质.

引理 4　 设X , f 如引理 2, 定义 f 的“闭凸值连续化映照”F 如下: 任一 x ∈X ,

F (x ) = convH f (x ) ,

它是包含H f (x ) 的最小闭凸子集, 则: F : X → 2X 为非空闭凸值上半连续映照.

为证此引理, 给出一个更一般的结论.

引理 5　设X , Y 是H au sdroff 局部凸线性拓扑空间, F : X → 2
Y 是紧值上半连续映照, 则:

F
δ: X → 2

Y
, 任一 x ∈X , F

δ(x ) = convF (x )

是紧凸值上半连续映照.

证明　直接用定义即可.

引理 4 显然是引理 5 的推论.

有了上述准备工作, 有:

引理 6　 设X , f 如引理 2 所要求, 则存在 x 3 ∈X , 使得: x 3 ∈ F (x 3 ).

证明　结合引理 4, 1 即得.

为了证明主要定理, 给出下列的

引理 7　 设X , f 如引理 2 所要求, 则:

(1)　∆(f ) = m ax
x∈X

sup
z∈F (x )

‖f (x ) - z‖;

(2)　∆′(f ) = m ax
x∈X

d (H f (x ) ) , 这里 d (A ) 代表集合A 的直径.

证明略.

主要定理的证明　由引理 6 知存在 x 3 ∈X , x 3 ∈ F (x 3 ) , 结合引理 7 得:

(1)　‖x 3 - f (x 3 )‖≤ sup
x∈F (x 3 )

‖F (x 3 ) - x ‖≤ ∆(f ).

(2)　任给 Ε> 0, 在H f (x 3 ) 中取一点 q, 则由引理 7 的 (2) 知:

‖x 3 - q‖≤ ∆′(f ).

利用 q 的定义, 存在 x n → x 3 , f (x n) → q 知存在 x ′∈X 使:

‖f (x ′) - q‖ < Εö2, ‖x ′- x 3 ‖ < Εö2,

这样:

‖x ′- f (x ′)‖≤‖x ′- x 3 ‖ + ‖x 3 - q‖ + ‖q - f (x ′)‖ < ∆′(f ) + Ε.
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F ixed Po in t Theorem s for D iscon tinuousM app ing
in Banach Spaces

M ao E rw an
(D ep t. of M ath. , H ebei N o rm al U niversity, Sh ijiazhuang 050016)

Abstract

In th is paper, w e p rove a genera liza t ion of Schauder′s fixed po in t theo rem fo r d iscon t in2
uou s m ap s. T he m ain resu lt show s tha t fo r d iscon t inuou s funct ion s on a com pact convex do2
m ain X of a Banach spaces E , one can a lw ays find a po in t x ∈X such tha t ûx - f (x ) û is less

than a certa in m easu re of d iscon t inu ity. T h is resu lt is a genera liza t ion of Schauder′s theo rem

and [1 ].

Keywords　discon t inuou s m app ings, app rox im ate fixed po in ts, m easu re of d iscon t inu ity of a

funct ion s, the con t inufica t ion of the d iscon t inuou s funct ion s.
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