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Adam s 完备化与局部化的等价性
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摘　要　本文在一般的范畴上考虑了幂等对与A dam s 完备化的关系, 证明了它们是

等价的.
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设C 为范畴, E : C →C 为函子, Γ: I → E 为自然变换. 若偶对 (E , Γ) 满足下述公理:

公理 É 　对C 中的任一对象X , 有 ΓEX = E ΓX ;

公理 Ê 　ΓEX 为 EX 到 E 2X 的等价, 则称 (E , Γ) 为幂等对, E 为局部化函子.

设 S 为范畴C中的态簇,C (S
- 1) 为关于 S 的分数范畴, Y 为C中的某个对象. 考虑反变

函子C (S
- 1) (õ, Y ) : C → E ns (集合范畴) , 若存在C 中的对象 Z 及自然等价

Σ: C (S - 1) (õ, Y )≈ C (õ, Z ) ,

则称 Z 为 Y 的S 2完备化. 若C中的每个对象都有S 2完备化, 则称C上存在整体S 2完备化或

A dam s 完备化.

局部化与A dam s 完备化理论是同伦论中的重要工具. 迄今, 围绕幂等对与A dam s 完备化

已发表了不少论文, 但对于幂等对与A dam s 完备化之间的关系, 却始终未见文章论及. 本文研

究了它们之间的联系, 证明了幂等对与A dam s 完备化是等价的, 即证明了下述两个定理.

定理A　设 (E , Γ) 为范畴C上的幂等对, 则对C中的任一对象X , EX 为X 的S E 2完备化,

即C 上存在整体的 S E 2完备化.

定理B　设S 为范畴C中的态簇, 若C上存在整体的S 2完备化, 则存在幂等对 (E , Γ) , 使

得 S E = Sθ = S
⊥⊥

,D E = CS = S
⊥
.

这里 S E = {f : X → Y ∈CûE (f ) : EX → E Y 为等价},D E = {X ∈CûΓX : X → EX 为等

价}.

本文未加说明的概念见于所列的参考文献.

1　 定理A 的证明

设S 为C中的态簇, 关于S 的分数范畴C (S - 1) 称为左分数范畴, 若C (S - 1) 及标准函子

F s: C →C (S - 1) 满足下述条件
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( i)　S 包含所有的恒等态且关于复合运算封闭;

( ii)　C (S - 1) 中的每个态均可表示成 F s (s) - 1F s (f ) 的形式, 这里 s ∈ S , f 为C 中的态;

( iii)　若 f , g : X → Y 为C中的态, 使得 F s (f ) = F s (g ) , 则存在态 s: Y → Z 属于 S , 满足

sf = sg.

态簇 S 称为具有左分数运算, 若 S 除满足上面的条件 ( i) 外, 还满足下述条件

　　 ( ii)　对C中的图表X 2 →
s

X 1 →
f

X 3, s∈S , 存在右面的交换图表且其中

的 t ∈ S ;

( iii)　 对图表X 1 →
s

X 2[
f

g
X 3, 其中 s ∈S 且 f s = g s, 存在 t: X 3 →X 4 使

得 t ∈ S 且 tf = tg.

X 1 →
f

X 3

s↓ ↓t

X 2 →
g

X 4

　　由[4, 定理 14. 1 ] 可知, 若关于态簇 S 的左分数范畴存在, 则 S 具有左分数运算; 反之, 有

下述

引理 1[ 4, p104 ]　若 S 具有左分数运算, 且对C 中的任一对象 X , 存在一

集合{si: X →X iûsi ∈S }, 使得对任一 s: X → Y 属于S , 存在某个 i 及态 f : Y

→X i, 满足右交换图表, 则关于 S 的左分数范畴存在, 从而C (S - 1) 存在.

X →
s i

X i

γ
s　　

↑f

Y

　　定理A 的证明　若 (E , Γ) 为C上的幂等对, 由[1 ] 及引理 1 可知, S E 具有左分数运算且

C (S - 1) 存在. 又由[3, 命题 1. 1 ] 可知 S E 是饱和态簇. 从而由[3, 定理 1. 2 ] 及[1, 引理 3. 2 ] 可

知, 对C 中的任一对象X , EX 为X 的 S E 2完备化. □

设Cs 为范畴C中所有S 2完备化对象构成的簇, 由定理A 及完备化的定义易推出下述命

题.

命题 2　 若 (E , Γ) 为C 上的幂等对, 则Cs = D E.

2　 定理 B 的证明

先证明几个引理. 首先, 引理 3 是显然的.

引理 3　 (a) 设 S 为C中的态簇, e: Y → Z ∈C, 若 e ∈S 且关于 S 是

上万有的, 即任给 s: Y → Z′∈S , 存在唯一的态 g : Z′→ Z 满足右交换图表,

则由 ue = e 可推出 u = 1Z.

(b)　设D 为C中的对象簇, e: Y → Z ∈C, 若 Z ∈D 且 e 关于D 是

万有的, 即任给 s: Y → Z′, Z′∈D , 存在唯一的 h: Z → Z′满足右交换图表,

则由 ve = e 可推出 v = 1Z.

命题 4　设E : C→C为函子, Γ: I →E 为自然变换, 则下述条件是等价

的:

Y →
e

Z

γ
s　　

↑g

Z′

Y →
e

Z

γ
s　　

↓h

Z′

　　 (1)　 (E , Γ) 为幂等对.

(2)　任给C 中的对象 X , ΓX : X → EX ∈ S E 且关于 S E 具有上万有性.

(3)　任给C 中的对象 X , EX ∈D E 且 ΓX : X → EX 关于D E 具有万有性.

证明　 (1) ] (2) , (1) ] (3) 为[1, 引理 3. 2 ] 的直接推论.
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(2) ] (1)　由ΓX : X →EX 的上万有性, 存在唯一的 v: E
2
X →EX 满足下面的交换图表

(左). 由引理 3 (a) 得 v ü ΓEX = 1. 又由下面的交换图表 (右) 及引理 3 (a) , 可知 ΓEX ü v = 1. 因

而 ΓEX 为等价.

(1)
X →

ΓX

EX

ΓEX õ ΓX γ η v
E 2X

　　　 (2)
EX →

ΓEX

E 2X

ΓEX γ η ΓEX ü v
E 2X

由 Γ: I → E 的自然性, 有下面右交换图表. 因 ΓEX 为等价, 故再次利用引理 3 (a) , 立即得

E ΓX = ΓEX.

　　 (3) ] (1)　同理可证.

设 S 为范畴C中的任一态簇, C (S - 1) 为关于S 的分数范畴,

F s: C →C (S - 1) 为标准函子. 记 Sθ = {f : X → Y ∈CûF s (f ) :

F s (X ) →F s (Y ) 为等价}. Sθ 称为S 的饱和化. 又设C, C′为两个范

畴, F : C→C′为一函子, 称 F 是态单的, 若对C中任意两个对象

X , Y , 映

X →
ΓX

EX

ΓX ↓　 　↓ΓEX

EX →
E ΓX

E 2X

射 F (X , Y ) : C (X , Y ) →C′(F (X ) , F (Y ) ) : F (X , Y ) (f ) = F (f ) 为单射; 称 F 是态满的, 若

F (X , Y ) 为满射.

引理 5　 若 F s: C →C (S - 1) 有一右伴随函子G s, 则 Sθ = S GsF s
.

证明　由[3, 命题 2. 3 ], G s 为一态单、态满的函子, 从而易证 Sθ = S GsF s
.

由分数范畴的定义, 下面的引理是显然的.

引理 6　 若 F 为范畴C 到范畴D 上的反变函子, 使得任给 s ∈ S , F (s) 为D 中的等价.

则存在反变函子G: C (S - 1) →D , 使得G ü F s = F.

定理B 的证明　若C上存在整体S 2完备化, 则由[3, 推论 2. 3 ] 可知, F s 有一右伴随函子

G s. 再由[3, 命题 2. 4与 2. 5 ], 有单位 e: I →G s ü F s 属于Sθ 且关于Sθ 是上万有的. 故由命题 4, (G s

ü F s, e) 为C 上的幂等对. 令 E = G s ü F s, Γ= e, 则由引理 5, 有 S E = Sθ , 从而D E = Sθ⊥
.

下面证明 Sθ = S
⊥⊥

.

首先, 因 S < Sθ , 故S
⊥= Sθ⊥, 从而S

⊥⊥ < Sθ⊥⊥, 注意Sθ = S E , 故Sθ⊥⊥ = S
⊥⊥
E = S E = Sθ , 所

以 S
⊥⊥ < Sθ.

其次, 给定 f : X 1 →X 2 ∈Sθ , 任给X ∈S
⊥, 要证 f 与X 正交, 即 f 3 = C (f , X ) : C (X 2, X )

→C (X 1, X ) 为双射. 考虑反变函子C (õ, X ) : C→ E ns, 因任给

s ∈S , s 与X 正交, 即C (s, X ) 为 E ns 中的等价. 故由引理 6, 存

在反变函子G: C (S - 1) → E ns, 满足右面交换图表. 因而任给 f

∈ Sθ , 由 F s (f ) 为C (S - 1) 的等价立即得出 f 3 = G ü F s (f ) 为

E ns 中的等价, 即双射. 所以 f 与 X 正交. 由 X 的任意性可知 Sθ

< S
⊥⊥

.

C →
F s

C (S - 1)

C (õ, X ) γ φ G
E ns

　　最后, 由 Sθ = S
⊥⊥ 立即得D E = Sθ⊥

= S
⊥⊥⊥

= S
⊥

, 结合命题 2,D E = Cs = S
⊥
. □
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Abstract

In th is paper, w e con sider the rela t ion sh ip of the idem po ten t m onad and the A dam s

com p let ion s in a genera l ca tego ry, and verify tha t they are equ iva len t.

Keywords　idem po ten t m onad, adam s com p let ion, o rthogonal pa ir.
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