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非紧集上的变分不等式与拟变分不等式
Ξ

张　从　军
(淮北煤炭师范学院数学系, 安徽 235000)

摘　要　本文在非常一般的框架和较弱的条件下证明了一类变分不等式与拟变分不
等式解的存在性,将[ 1- 7 ]的结果作了推广并改进在非紧集上讨论.
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§1　预备知识

对非空集 X ,以 2
X 表X 的所有非空子集族. 设M ,N 是拓扑空间, X < M , Y < N , G: X →2

r

是集值映射,称{ (x , y )∈X ×Y : y∈G (x ) }为G 的图象,记为 graph (G ) ,若 graph (G )是 X ×Y

中的闭集,称G 有闭图象.

设 5 是实或复数域, E , F 是 5 上的向量空间,〈,〉: F×E→5 是双线性泛函,对 E 的非空

子集B , co (B )表B 的凸包. 记

U (B , Ε) = {y∈F : sup
x∈B

û〈y , x〉< Ε}, Ε> 0.

当 E 是拓扑向量空间时,以集族

{U (B , Ε) : B 是 E 的非空有界子集, Ε> 0}

作零邻域系的基所生成的拓扑记为 Γ(F , E ). 以下均设 F 是按 Γ(F , E ) 2拓扑的局部凸H au s2
do rff拓扑向量空间.

引理 1
[ 8 ]　设 E 是局部凸的H au sdo rff 拓扑向量空间, X < E 是非空凸集, D < X 是非空

紧集. T : X →2
D 满足: Π x∈X , coT (x ) < D ; Π y∈X , T

- 1 (y )是 X 中的开集. 则必存在 xθ∈X ,

使 xθ∈coT (xθ).

引理 2[ 9 ]　设 E , X ,D 同引理 1, T : X →2D 是具闭凸值的上半连续映射,则 T 有不动点.

引理 3　设 E 是 5 上的拓扑向量空间, X 是 E 的非空有界子集, T : X →2
F 是具紧值的上

半连续映射.〈,〉: F×E→5 满足:对Π f ∈F , x→〈f , x〉在 E 上连续. 对Π y∈E ,令

g y (x ) = inf
w∈T (x )

R e〈w , x - y〉,　x∈X ,

则 g y: X →R 是下半连续的.

注 1　引理 3的结论较[3,引理 2 ]更强,这里 g y 不是仅在X 的紧子集中下半连续,而是在

X 中下半连续,这对处理非紧集情形要方便得多.
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§2　主要结果

定理 1　设 E 是 5 上局部凸的H au sdo rff拓扑向量空间, X 是 E 的有界凸子集,D < X 是

非空紧集,〈,〉: F×E→5 ,对Π f ∈F , x→〈f , x〉在 X 上连续. 又设

(1)　h: X →R 是下半连续的凸泛函;

(2)　T : X →2F 是具紧值的上半连续映射;

(3)　对每个 x∈X øD ,

inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x )≤0, Π y∈X , (3 )

则存在一点 xθ∈X ,使

inf
w∈T (xθ)

R e〈w , xθ- x〉≤h (x ) - h (xθ) , Π x∈X .

如果 T (xθ)还是凸集,则存在w{ ∈T (xθ)使

R e〈w{ , xθ- x〉≤h (x ) - h (xθ) , Π x∈X .

注 2　定理 1推广了[4, 5 ]中的相应结果到X 是非紧集情形,且在更一般的框架之下.

定理 2　设 E , X ,D ,〈,〉, h , T 均同定理 1, (3 )式改为:

(1)　S : X →2
X 上半连续且对Π x∈X , S (x )是D 的非空闭凸子集;

(2)　对每个 z∈X , x∈X øS (z )有

inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉≤h (x ) - h (y ) , Π y∈X ,

sup
w∈T (x )

R e〈w , y - x〉< h (x ) - h (y ) , Π y∈X ,

则存在 yθ∈X ,使 yθ∈S (yθ)且

inf
w∈T (yθ)

R e〈w , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) , Π x∈X .

定理 3　设 E ,〈,〉, h , T 均同定理 1, X 为 E 的非空凸子集, (3 )式改为: S : X →2X 具非空

紧凸值且上半连续,则存在 yθ∈X , yθ∈S (yθ)使

inf
w∈T (yθ)

R e〈w , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) , Π x∈S (yθ).

如果 T (yθ)还是凸集,则存在w{ ∈T (yθ)使

R e〈w{ , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) , Π x∈S (yθ).

注 3　定理 3在非紧设置下推广改进了[ 6, 7 ]. 事实上,取 F = E
3 (E 的共轭空间) , Γ(F ,

E )拓扑为 E
3 中的强拓扑,〈,〉: F×E→5 为 E 和 E

3 间的配对, h (x )≡0, Π x∈X ,由定理 3即

得[6, 7 ]中的主要结果. 此外,这里不要求 S : X →2X 下半连续, 2 = {y∈X : sup
x∈S (y )

inf
z∈T (y )

R e〈z , y -

x〉> 0}是X 中的开集这些条件.

§3　主要结果的证明

1　引理 3的证明

设 x 0∈X , Π Ε> 0,下证存在 x 0 的开邻域N (x 0) ,当 x∈N (x 0)时, g y (x )≥g y (x 0) - Ε.

取V = {f ∈ F : sup
t∈X - y

û〈f , t〉û <
Ε
3

},这里X - y = {x - y : x ∈X }. 因为X - y 是 E 的

有界子集,所以V 是 F 中的开零邻域,从而对Π y ∈ T (x 0) , y + V 是 y 的开邻域. 故 T (x 0) +
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V = ∪
y∈T (x 0)

(y + V ) 是 T (x 0) 的开邻域. 由 T 在 x 0上半连续,在X 中存在 x 0的开邻域N 0,对

Π x ∈N 0,有 T (x ) < T (x 0) + V .

对 Π u ∈ T (x 0) , 记

V u= {f ∈F : sup
t∈8

û〈f , t〉-〈u , t〉û<
Ε
3

},

其中 8 = {x - z : x , z∈X }是 E 中的有界集,从而V u 是 F 中 u 的开邻域. 又因为 T (x 0)是紧集,

T (x 0) < ∪
u∈T (x 0)

V u ,所以存在 T (x 0)的有限子集{u 1, u 2,⋯, u n},使 T (x 0) < ∪
n

i= 1
V u i,对每个 i∈{1,

2,⋯, n},因为 u i: x→〈u i, x〉连续,故在 X 中存在 x 0 的开邻域N i,使对Π x∈N i,有

û〈u i, x〉-〈u i, x 0〉û<
Ε
3

.

令N (x 0) = ∩
n

i= 0
N i,则N (x 0)是 X 中 x 0 的开邻域.

对Π x∈N (x 0) ,w ∈T (x ) ,因 x∈N 0,故存在 u∈T (x 0) ,使w - u∈V . 又因为 u∈T (x 0) <

∪
n

i= 1
V u i,所以存在 i0, i0∈{1, 2,⋯, n},使 u∈V u i0. 因此,有

ûR e〈w , x - y〉- R e〈u , x - y〉û≤û〈w - u , x - y〉û<
Ε
3

,

从而

　　　R e〈w , x - y〉> R e〈u , x - y〉-
Ε
3

= R e〈u , x 0- y〉+ R e〈u , x - x 0〉-
Ε
3

　= R e〈u , x 0- y〉+ R e〈u - u i0 , x - x 0〉+ R e〈u i0 , x - x 0〉-
Ε
3

　> R e〈u , x 0- y〉-
Ε
3

-
Ε
3

-
Ε
3

　≥ inf
V∈T (x 0)

R e〈V , x 0- y〉- Ε= g y (x 0) - Ε.

因为w ∈T (x )是任意的,所以

inf
w∈T (x )

R e〈w , x - y〉≥g y (x 0) - Ε,

即 g y (x )≥g y (x 0) - Ε.
2　定理 1的证明

假定对每个 x∈X ,存在 x 0∈X ,使

inf
w∈T (x )

R e〈w , x - x 0〉> h (x 0) - h (x ) ,

由 (3 )式知, x 0∈D 且以下两点成立:

1°　定义 P : X →2
D

, Π x∈X

P (x ) = {y∈D : inf
w∈T (x )

R e〈w , x - y〉+ h (x ) - h (y ) > 0},

则易验证对每个 x∈X , P (x ) < D 非空且是凸集.

2°　对每个 y∈D , P
- 1 (y )是X 中的开集.

事实上,设{x Α}Α∈P是X øP
- 1 (y )中的网,且 x Α→x 0∈X ,则

inf
w∈T (x Α)

R e〈w , x Α- y〉+ h (x Α) - h (y )≤0, Π Α∈#.

由引理 3, x→ inf
w∈T (x )

R e〈w , x - y〉下半连续, h: X →R 也已知下半连续,故有
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inf
w∈T (x 0)

R e〈w , x 0- y〉+ h (x 0) - h (y )≤0.

因此, X øP
- 1 (y )是 X 中的闭集,从而 P

- 1 (y )是 X 中的开集.

由引理 1,存在一点 xθ0∈X ,使 xθ0∈P (xθ0) ,从而 xθ0∈D 且

inf
w∈T (xθ0)

R e〈w , xθ0- xθ〉+ h (xθ0) - h (xθ0) > 0,

这是一个矛盾. 于是存在 xθ∈X ,使

inf
w∈T (xθ)

R e〈w , xθ- x〉≤h (x ) - h (xθ) , Π x∈X .

　　再证定理 1的后一部分.

首先可以验证对每个固定的 x∈X , f →R e〈f , x〉在 F 上连续.

事实上,对Π f 0∈F , Π Ε> 0,由X 是 E 中非空有界子集知

U (X , Ε) = {y∈F : sup
x∈X

û〈y , x〉û< Ε}

是 F 中的一个开零邻域,从而

V = f 0+ U (X , Ε) = {f ∈F : sup
x∈X

û〈f - f 0, x〉û< Ε}

是 f 0 的开邻域. 当 f ∈V 时有

ûR e〈f , x〉- R e〈f 0, x〉û≤ûR e〈f - f 0, x〉û≤û〈f - f 0, x〉û< Ε.

再定义 Υ: X ×T (xθ)→R 如下:

　　　Υ(x ,w ) = R e〈w , xθ- x〉+ h (xθ) - h (x ) , (x ,w )∈X ×T (xθ).

则对每个固定的 x∈X ,w →Υ(x , w )是连续仿射泛函,对每个固定的w ∈T (xθ) , x→Υ(x , w )是

下半连续的凹泛函,而 X 是凸集, T (xθ)是紧凸集,根据 Kneser极大和极小定理
[ 10 ]

,有

m in
w∈T (xθ)

sup
x∈X

Υ(x ,w ) = sup
x∈X

m in
w∈T (xθ)

Υ(x ,w ).

再由本定理的前一部分结果知

m in
w∈T (xθ)

sup
x∈X

[R e〈w , xθ- x〉+ h (xθ) - h (x ) ]≤0.

因为 T (xθ)是紧集,故存在w{ ∈T (xθ)使

　　sup
x∈X

[R e〈w{ , xθ- x〉+ h (xθ) - h (x ) ]= m in
w∈T (xθ)

sup
x∈X

[R e〈w , xθ- x〉+ h (xθ) - h (x ) ],

因此有

R e〈w{ , xθ- x〉≤h (x ) - h (xθ) ,　Π x∈X .

3　定理 2的证明

由条件 (1) ,对每个 z∈X , S (z )是 X 的紧子集. 按定理 1,存在 y 0∈X ,使

inf
w∈T (y 0)

R e〈w , y 0- x〉≤h (x ) - h (y 0) ,　Π x∈X .

再由条件 (2)知 y 0∈S (z ). 令

F (z ) = {y∈S (z ) : sup
x∈X

[ inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x ) ]≤0},

则 F : X →2D 是集值映射,且对每个 z∈X , F (z )非空.

由引理 3,对每个 x∈X , inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x )关于 y 下半连续,再由[ 10,命题

1. 4. 6 ]知

sup
x∈X

[ inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x ) ]

也关于 y 下半连续,从而 F (z ) < S (z ) < D 是闭集, 而D 是紧集, 所以 F (z )也是紧集. 再由
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〈,〉: F×E→5 是双线性的, h: X →R 是凸泛函,可知 F (z )是凸集.

令H : X →R , Π y∈X ,

H (y ) = sup
x∈X

[ inf
w∈T (y )
〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x ) ],

则H 在X 中下半连续. 设{ (x Α, y Α) }Α∈#是

graph (F ) = { (x , y )∈X ×X : y∈F (x ) }

中的网,且 (x Α, y Α) → (x 0, y 0) ∈X ×X . 则有, (x Α, y Α) ∈X ×X , y Α∈F (x Α) ,从而 y Α∈S (x Α)

且H (y Α) ≤ 0. 由于H 下半连续,故H (y 0) ≤ 0,再由S : X → 2
D 上半连续,D 紧,根据[11, p 6,

1. 1 ]知, y 0 ∈ S (x 0) ,从而 y 0 ∈ F (x 0) 即 (x 0, y 0) ∈ graph (F ) ,于是 F 有闭图象.

再由[12, p 111,推论 9 ]知, F 在 X 中上半连续. 由引理 2, F 在 X 中有不动点. 即存在 yθ∈

X ,使 yθ∈F (yθ). 从而有 yθ∈S (yθ)且

inf
w∈T (yθ)

R e〈w , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) ,　Π x∈X .

4　定理 3的证明

对Π z∈X , S (z ) < X 是紧凸集,由定理 1,存在 yθ∈S (z ) ,使

inf
w∈T (yθ)

R e〈w , yθ- x〉+ h (yθ) - h (x )≤0,　Π x∈S (z ).

定义 F : X →2
X 如下:

F (z ) = {y∈S (z ) : sup
x∈S (z )

[ inf
w∈T (y )

R e〈w , y - x〉+ h (y ) - h (x ) ]≤0}.

类似于定理 2中的证明,可知 F 是具非空紧凸值的上半连续映射,仍由引理 2, F 有不动点 yθ∈

F (yθ) ,从而有 yθ∈S (yθ)且

inf
w∈T (yθ)

R e〈w , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) ,　Π x∈S (yθ).

如果 T (yθ)是凸集,类似定理 1中后一部分证明可得,存在w{ ∈T (yθ)使

R e〈w{ , yθ- x〉≤h (x ) - h (yθ) ,　Π x∈S (yθ).
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Var ia tiona l Inequa l it ies and Quasi-Var ia tiona l Inequa l it ies
for the Noncom pact Set

Z hang Congjun
(D ep t. of M ath. , H uaibei Coal T eachers′Co llege, 235000)

Abstract

In th is paper, w e study the ex istence p rob lem of so lu t ion s fo r a class of varia t iona l in2
equalit ies and quasi2varia t iona l inequalit ies under w eak hypo theses and in a m o re genera l set2
t ing. W e genera lize and im p rove co rresponding resu lts of [1- 7 ] fo r the noncom pact set.

Keywords　varia t iona l inequality, quasi2varia t iona l inequality, Γ(F , E ) 2topo logy.
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