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投 影 下 的 Gronwall 不 等 式
Ξ

张　伟　年
(中国科学院成都计算所数理科学中心, 成都 610041)

摘　要　本文对 J. K. H ale 曾提出的一类广泛的投影下的 Gronw all 不等式问题作了

讨论, 对满足 u ( t) ≤ a ( t) + ∫
t

0
b ( t - s) u (s) d s + ∫

∞

0
c (s) u ( t + s) d s, Π t ≥ 0 的函数 u ( t)∈C

0
b

(R+ , R+ ) 作了估计. 其结果对讨论微分方程的有界解、不变流形及其 Fo liat ion 和进一步讨论

奇性 Gronw all 不等式都有意义.
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许多工作如[1- 5 ]都表明, 研究微分方程

d
d t

x ( t) = A ( t) x ( t) + f ( t, x ( t) ) (1)

(其中 t∈R, x ( t)∈X , X 为Banach 空间)的有界轨或半有界轨的一个重要手段是讨论方程 (1)

的投影形式

x ( t) = T ( t, Σ) P - (Σ) x (Σ) + ∫
t

Σ
T ( t, s) P - (s) f (s, x (s) ) d s

　 + ∫
t

+ ∞
T ( t, s) P + (s) f (s, x (s) ) d s, t ≥ Σ, (2)

x ( t) = T ( t, Σ) P + (Σ) x (Σ) + ∫
t

Σ
T ( t, s) P + (s) f (s, x (s) ) d s

　 + ∫
t

- ∞
T ( t, s) P - (s) f (s, x (s) ) d s, t ≤ Σ, (3)

其中 T ( t, Σ)为 (1)线性部分的基本解算子 (或称为 evo lu t ion 算子) 而 P - (s) = I - P + (s) 是其

指数二分性或广义指数二分性[ 5 ]所确定的投影算子. 为了从 (2) (类似地考虑 (3) ) 给出 x ( t) 的

估计, J. K. H ale
[ 1 ]于 1969 年用 Gronw all 不等式导出了下列结果:

引理 1　设 Α> 0, Χ> 0, K ,L ,M 是非负常数. u ( t)是[0, + ∞)上非负、有界连续函数 (简记

为 u∈C
0
b (R+ , R+ ) ) , 满足

u ( t) ≤ K e
- Αt

+ L∫
t

0
e

- Α( t- s)
u (s) d s + M∫

∞

0
e

- Χs
u ( t + s) d s, Π t ≥ 0. (4)

如果 Β=
def L

Α+
M
Χ< 1, 则

u ( t)≤ (1- Β) - 1
K exp [ - (Α- (1- Β) - 1

L ) t ], Π t≥0. (5)
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1993 年作者[ 5 ]为讨论非自治系统一般不变流形的 Fo lia t ion (层叠构造) 的概周期性质又给

出

引理 2　设 Α> 0, Χ> 0, a , b, b1, c, d 为实常数, a , c, d 非负. u ( t)∈C
0
b (R+ , R+ )满足

u ( t) ≤ a + be
- Αt

+ b1 te
- Αt

+ c∫
t

0
e

- Α( t- s)
u (s) d s + d∫

∞

0
e

- Χs
u ( t + s) d s, Π t ≥ 0. (6)

如果 Β=
def c

Α+
d
Χ< 1, 则

u ( t)≤
a

1- Β+
b1

c
e

- Αt
+

ûbυû
1- Βexp [ - (Α-

c
1- Β) t ], Π t≥0, (7)

其中

bυ= b-
b1

c
+

b1d
c (Α+ Χ) -

ac
(1- Β) Α. (8)

[6 ]还更广泛地证明了

引理 3　设 Α> 0, Χ> 0, a , bi, c, d∈R1 ( i= 0, 1, ⋯,m ) , a , c, d 非负. u ( t)∈C
0
b (R+ , R+ )满足

u ( t) ≤ a + e
- Αt (∑

m

i= 0

bi t
i) + c∫

t

0
e

- Α( t- s)
u (s) d s + d∫

∞

0
e

- Χs
u ( t + s) d s, Π t ≥ 0. (9)

如果 Β=
def c

Α+
d
Χ< 1, 则

u ( t) ≤ a
1 - Β + e

- Αt (∑
m - 1

i= 0

(- 1) i
q i t

i) +
ûK û

1 - Βexp [ - (Α-
c

1 - Β) t ], Π t ≥ 0, (10)

其中 q i ( i= 0, 1, ⋯,m - 1)和 K 是确定的实常数 (详见[6 ]).

关于投影下 Gronw all 不等式问题的更一般提法已被 J. K. H ale
[ 1 ]指出, 即要对满足

u ( t) ≤ a ( t) + ∫
t

0
b ( t - s) u (s) d s + ∫

∞

0
c (s) u ( t + s) d s (11)

(Π t≥0)的函数 u ( t)∈C
0
b (R+ , R+ )作估计. 本文就此问题给出了如下结果:

定理　设 a ( t) , b ( t) , c ( t)∈C
0 (R+ , R+ ) , 且

1°　a ( t)和 b ( t)单调不增, a ( t) , b ( t)→0 ( t→+ ∞) ;

2°　∫
∞

0
b (s) d s < ∞,∫

∞

0
c (s) d s < ∞, Β =

def

∫
∞

0
b (s) d s + ∫

∞

0
c (s) d s < 1 ;

3°　导数 bα(s)≤∆b (s) , ∆为实常数,

则对满足 (11)的函数 u ( t)∈C
0
b (R+ , R+ )有估计式

u ( t) ≤ a ( t)
1 - Β +

b (0)
(1 - Β) 2∫

t

0
a (s) e

[∆+ (1- Β) - 1b (0) ] ( t- s)
d s, Π t ≥ 0, (12)

并且lim
t→∞

u ( t) = 0. 特别当 a ( t) = a0 常数时, 对Π t≥0 有

u ( t)≤
a0

1- Β+
a0b (0)

(1- Β) 2 [∆+ b (0) ö(1- Β) ]
(e

[ (∆+ (1- Β) - 1b (0) ] t- 1 ]. (13)

证明　第一步, 证明lim
t→∞

u ( t) = 0. 假设: Χ= lim
t→∞

u ( t) > 0. 由于 u ( t)有界, 必 0< Θ< ∞. 任取 Η

< 1, 则lim
t→∞

u ( t) = Θ< Η- 1Χ, 即ϖ t0≥0, 当 t≥t0 时 u ( t)≤Η- 1Θ. 由 (11) , 对Π t≥t0,

u ( t) ≤ a ( t) + ∫
t0

0
b ( t - s) u (s) d s + ∫

t

t0

b ( t - s) u (s) d s + ∫
∞

0
c (s) u ( t + s) d s
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≤ a ( t) + ∫
t0

0
b ( t - s) u (s) d s + Η- 1Χ(∫

t- t0

0
b (Σ) d Σ+ ∫

∞

0
c (s) d s). (14)

令 t→+ ∞得

Χ≤Η- 1Χ(∫
∞

0
b (s) d s+∫

∞

0
c (s) d s) = Η- 1ΧΒ≤ (由 Η取法任意, 不妨取 Β< Η< 1) < Χ, (15)

从而导出矛盾, 因此lim
t→∞

u ( t) = 0.

第二步, 简化 (11) 表达. 记 v ( t) = sup
s≥t

u (s). 从定义不难看出 v ( t) ≥u ( t) 且 v ( t) 单调不增,

lim
t→∞

v ( t) = 0. 因此对Π t∈[0, ∞) , ϖ t1≥t 使

v (s)
= v ( t) = u ( t1) , 若 t ≤ s ≤ t1,

< v ( t1) , 　　 若 s > t1.
(16)

从而知道

v ( t) = u ( t1) ≤ a ( t1) + ∫
t

0
b ( t1 - s) v (s) d s + ∫

t1

t
b ( t1 - s) v (s) d s + ∫

∞

0
c (s) v ( t1 + s) d s

≤ a ( t1) + ∫
t

0
b ( t1 - s) v (s) d s + v ( t) [∫

t1

t
b ( t1 - s) d s + ∫

∞

0
c (s) d s ]

≤ a ( t1) + ∫
t

0
b ( t1 - s) v (s) d s + v ( t) [∫

∞

0
b (s) d s + ∫

∞

0
c (s) d s ]

≤ (由 a ( t) 和 b ( t) 的单调性) ≤ a ( t) + ∫
t

0
b ( t - s) v (s) d s + v ( t) Β, (17)

即

v ( t) ≤ a ( t)
1 - Β +

1
1 - Β∫

t

0
b ( t - s) v (s) d s, (18)

对Π t≥0.

第三步, 讨论 (18)式. 为此令

R ( t) = ∫
t

0

b ( t - s)
1 - Β v (s) d s, (19)

则R ( t)的导数

Rα( t) = ∫
t

0

bα( t - s)
1 - Β v (s) d s +

b (0)
1 - Βv ( t) ≤ ∆∫

t

0

b ( t - s)
1 - Β v (s) d s +

b (0)
1 - Βv ( t)

≤ (代入 (18) 和 (19) 式) ≤ ∆R ( t) +
b (0)

1 - Β( a ( t)
1 - Β + R ( t) )

= (∆ +
b (0)

1 - Β)R ( t) +
b (0)

(1 - Β) 2a ( t) , Π t ≥ 0. (20)

由比较定理得到 (对Π t≥0)

R ( t) ≤∫
t

0

b (0)
(1 - Β) 2a (s) exp [ (∆ +

b (0)
1 - Β) ( t - s) ]d s. (21)

由 (18)得

v ( t) ≤ a ( t)
1 - Β + R ( t) ≤ a ( t)

1 - Β +
b (0)

(1 - Β) 2∫
t

0
a (s) exp [ (∆ +

b (0)
1 - Β) ( t - s) ]d s,

即不等式 (12)得证. 进一步的结果 (13)不难从 (12)中导出, 从而定理证毕.

最后做几点注记.
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注记 1　对于引理 1, 2 和 3 曾讨论过的不等式 (4)、(6)和 (9) , 令 b ( t) = L e
- Αt (或 ce

- Αt) ,

不难看出它们都是不等式 (11) 的特殊形式而且 bα( t) = - ΑL e
- Αt≤- Αb ( t). 因此定理中的条件

假设是有意义的.

注记 2　对 t≤0 时, 类似于 (3)的情形下, 也可得到相应的结论.

注记 3　本文的讨论最终化归讨论不等式 (18). 在 b ( t) 的一定条件下可以使 (18) 带有奇

性, 如D. H en ry
[ 7 ]和叶其孝[ 8 ]等人提到的不等式

v ( t) ≤A ( t) + B 0∫
t

0
( t - s) p - 1

v (s) d s, Π t ≥ 0, (22)

其中B 0≥0, 0< p < 1. 这种奇性的 Gronw all 不等式对讨论抛物型偏微分方程十分有用. 因此

深入讨论不等式 (18)和 (11)是很有意义的.
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Gronwall Inequa l ity for Projected System s

Z hang W ein ian
(Centre fo r M ath. Sci. , C ICA , A cadem ia Sin ica Chengdu 610041)

Abstract

In th is paper w e discu ss a p rob lem abou t Gronw all inequality fo r p ro jected system s,

w h ich w as m en t ioned in H ale′s book. A n est im ate fo r nonnegat ive bounded con t inuou s func2

t ion u ( t) on R + sa t isfyingu ( t) ≤ a ( t) +∫
t

0
b ( t - s) u (s) d s +∫

∞

0
c (s) u ( t + s) d s, Π t ≥ 0 is g iv2

en. T he conclu sion is u sefu l fo r invest iga t ing bounded so lu t ion s, invarian t m an ifo lds and its

fo lia t ion s fo r d ifferen t ia l equa t ion s, and fo r fu rther d iscu ssion on Gronw all inequality w ith

singu larity.

Keywords　differen t ia l equa t ion, Gronw all inequality, bounded so lu t ion.
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