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关于扰动m -增生算子值域条件的改进
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摘　要　本文证明了扰动m 2增生算子的几个值域定理, 改进了文[ 1 ]的某些定理的

条件.
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1　引言及准备

算子值域 R (T + C )与非线性算子方程 f = T x + Cx 的可解性密切相关. 关于扰动m 2增生

算子的值域问题的研究近几年一直是非常活跃的课题. 本文采用不同于文[1 ]的方法证明了在

较弱条件下的几个结果.

设 X 是实Banach 空间, 其范数及对偶空间分别是úõú及 X
3 . 对偶映射 F : X →2X 3

定义

为: 对每一 x ∈X ,

F (x ) = {f ∈X
3 :〈x , f 〉= úx ú 2, ú f ú= úx ú},

其中〈x , f 〉表线性泛函 f 在点 x 处的取值. F 一般多值. 当 X
3 严格凸时, F 单值. 下面我们以

B (0, r)表中心在零点半径为 r> 0的开球, D{ 及 5D 分别表有界集D 的闭包及边界. 对算子 T ,

以D (T )及 R (T ) 分别表 T 的定义域及值域. 以下我们仅涉及单值算子及实Banach 空间的讨

论, 当然, 这不影响问题的实质.

一算子 T : D (T ) < X →X 称为增生的, 如果对任意 x , y∈D (T ) , 存在 f ∈F (x - y )使得

〈T x - Ty , f ≥0;

增生算子 T 如果对某一 Κ> 0 (从而对所有 Κ> 0)有R (T + ΚI ) = X , 则称 T 是m 2增生的 (其中 I

代表恒等算子) ; T 称为强增生的如果存在 Α> 0使得对任意 x , y ∈D (T ) , 存在 f ∈F (x - y ) 满

足

〈T x - Ty , f 〉≥Αúx - y ú 2;

T 称为扩张的, 如果存在 Β> 0使得对任意 x , y∈D (T )满足

úT x - Ty ú≥Βúx - y ú.
显然, 强增生算子必是扩张的增生算子. 对m 2增生算子 T , 用 J n: X →D (T ) 及 T n: X →R (T ) 分

别表示 T 的预解式及 Yo sida 逼近, 即 J n= ( I +
1
n

T ) - 1, T n = n ( I - J n) = T J n (n= 1, 2, ⋯). 众
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所周知, J n 是非扩张的, T n 是L ip sch itz 连续的m 2增生算子且对每一 x ∈D (T ) 有: lim
n→õ

J nx =

x , úT nx ú〈úT x ú (n= 1, 2, ⋯) (这些结论可参见[2 ]).

算子 T : D (T ) < X →X 称为 dem i2连续的, 如果 T 在D (T ) 上从 X 的强拓扑到 X 的弱拓

扑连续, 即 x n∈D (T ) , x n→x (n→õ)则有 T x n_ T x (n→õ) , (其中“→”及“_ ”分别表示强、弱收

敛) ; 算子 T 称为紧的如果它连续且映每一有界子集为 X 内的相对紧子集.

2　主要结果

定理1　设 X 是实Banach 空间, T : X →X 是扩张的m 2增生算子, D < X 是有界开集且

0∈D . 设C: D{ →X 是紧算子, 若存在 r〉0使得

〈T x + C x , f ≥ rúx ú , (1)

对任意 x ∈5D 及 f ∈F (x ) , 则B (0, r) < (T + C )D{ .

证明　设 z∈B (0, r). 因 T 是m 2增生的, 对每一自然数 n , 定义紧算子G: D{ →X

Gx = (T +
1
n

I ) - 1 (z - Cx ).

要证明 G 满足L erag2Schauder 条件: Gx ≠Κx 对 x ∈5D 及 Κ> 1. 为此, 设Gx = Κx 对某个 x ∈

5D 及 Κ> 1, 即

T (Κx ) + C x +
1
n

Κx = z. (2)

应用 T 的增生性, 可选择一 f ∈F (x )使得

〈T (Κx ) - T x , f ≥ 0. (3)

以上述 f 乘方程 (2)的两端, 并应用 (1)、(3)两式

〈z , f ≥rúx ú+
1
n

Κúx ú 2,

即 rúx ú〉rúx ú+
1
n

Κúx ú 2. 这是一个矛盾, 于是G 满足L erag2Schauder 条件进而知, G 有不动点

x n∈D{ (见[3 ]). 因此, 对每一自然数 n 存在 x n∈D{ 使得

z = T x n+ Cx n+
1
n

x n.

因为C 是紧算子, 不妨设{Cx n}收敛, 所以{T x n}收敛, 进而由 T 的扩张性获得, {x n}是Cauchy

列, 故 x n→x 0∈D{ 且 T x n→z - Cx 0 (对某 x 0∈D{ ). 应用Banach 空间内m 2增生算子的闭性知

z = T x 0+ Cx 0, 即 z∈ (T + C )D{ .

这证明了B (0, r) < (T + C )D{ .

推论1　设 X
3 一致凸, T : X →X 是 dem i2连续的强增生算子, D < X 是有界开集且0∈D .

设C: D{ →X 是紧算子. 若存在 r〉0使得

〈T x + C x , F (x )〉≥ rúx ú.
对任意 x ∈5D , 则

B (0, r) < (T + C )D{ .

证明　当X
3 一致凸时, T : X →X 的 dem i2连续增生必然蕴含 T 是m 2增生的 (见[ 4 ]T h9.
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14). 且对偶映射单值及强增生蕴含扩张增生. 于是, 定理1所有条件被满足, 因此推论1的结

论直接由定理1获得.

注　推论1与文[1 ]的推论1相比, 去掉了对 T 的有界性要求. 另一方面, 在条件 (4) 中我们

允许 r= 0, 即此时有0∈ (T + C )D{ 的结论, 这在文[1 ]中没有考虑. 因此, 上面的定理1和推论1

改进并推广了文[1 ]的推论1.

以上涉及的m 2增生算子 T : X →X 具定义域D (T ) = X , 这个条件的要求是很强的, 大量

的m 2增生算子不具备. 因而在应用中不方便, 为此下面考虑较弱条件即D (T ) < X 下更一般

的结果, 首先证明下面的:

引理1　设X 是实Banach 空间, T : D (T ) < X →X 是m 2增生算子, C: D{ →X 是紧算子, 其

中D 是X 内有界集. 对任意 Α> 0, 若方程

T nx + C x + Αx = z　 (n = 1, 2, ⋯) (5)

有解 x n∈D{ (其中 T n 是 T 的 Yo sida 逼近) , 则方程

T x + C x + Αx = z (6)

也有解 x ∈D{ ∩D (T )且有某子列{x n′}使得 x n′→x (n′→õ).

证明　令 J nx n = un∈D (T ) , 即 x n = un +
1
n

T u n. 由假设有: T u n + Cx n + Αx n = z (n = 1, 2,

⋯). 因{x n}有界, C 紧, 所以{T u n}有界且存在子列{x n′}使得 T u n′+ Αun′= z - Cx n′-
Α
n′T u n′当 n′

→õ时收敛. 易知, T + ΑI 是强增生的, 故{un′}是Cauchy 列, 存在 x ∈D{ ∩D (T ) 使得 u n′→x , x n′

→x , 则有 T u n′→z - Cx - Αx. 再由 T 的闭性可知,

x ∈D (T )∩D{ 且 T x + Cx + Αx = z.

定理2　设 X 是实Banach 空间, T : D (T ) < X →X 是m 2增生算子, D 是 X 内有界开集O

∈D , 设C: D{ →X 是紧算子, 若存在 r〉0使得对每一自然数 n 有

〈T nx + C x , f ≥ rúx ú (7)

对任意 x ∈5D 及 f ∈F (x ) , 则B (0, r) < R (T + C ). 若 T 还是强增生的, 则B (0, r) < R (T + C ).

证明　任意 z∈B (0, r) , 证明对每一 Α> 0, 下面方程

T x + C x + Αx = z (8)

有解 x ∈D (T )∩D{ .

为此, 先考虑方程

T nx + C x + Αx = z　 (n = 1, 2, ⋯) (9)

的可解性. 因 T n: X →R (T ) 是m 2增生的, 可定义紧算子 G: D{ →X , Gx = (T n + ΑI ) - 1 (z - Cx ).

类似于定理1可证明G 有不动点 x n∈D{ , 即方程 (9) 有解. 由引理1可知 (8) 有解. 设对每一Α> 0

方程 (8)的解为 x Α∈D (T )∩D{ , 于是令 Α→0

úT x Α+ Cx Α- z ú= Αúx Αú→0,

故 z∈R (T + C ). 这证明了B (0, r) < R (T + C ). 若 T 还是强增生的, 则对方程 (8) : T x Α+ Cx Α+

Αx Α= z. 因C 是紧算子, 可不妨设{T x Α}当 Α→0时收敛, 因而{x Α}是 Cauchy 列 (用 T 的强增生

性) , 存在 x ∈D (T )∩D{ 使得 x Α→x (Α→0)且 T x Α→z - Cx (Α→0). 由 T 的闭性知: x < D (T ) ∩

D{ 且 T x + Cx = z. 这证明了 z∈R (T + C )即证明了B (0, r) < R (T + C ).
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推论2　若X
3 一致凸, T : D (T ) = X →X 是 dem i2连续强增生算子, D 是 X 内有界开子

集O ∈D . 设算子C: D{ →X 紧且存在 r〉0使得对每一自然数 n

〈T nx + C x , F (x ) ≥ rúx ú (10)

对任意 x ∈5D , 则B (0, r) < R (T + C ).
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On the Cond ition s of Ranges of Perturbed
m -Accretive Operators
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Abstract

In th is paper, w e p rove som e theo rem s fo r the ranges of pertu rbed m 2accret ive opera2
to rs, they im p rove the conditon s of som e theo rem s in [1 ].

Keywords　m 2accret ive opera to rs, com pact opera to rs.
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