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摘　要　本文讨论H uang 算法与 Givens 变换的关系. 证明了 Givens 变换的乘积矩

阵可由H uang 算法生成.
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1　引　言

Given s 变换是一种重要的正交交换, 它具有计算量小, 数值稳定的优点 (见 [ 1, §5. 4 ]).

设 x = (x 1, ⋯, x n) T ∈IR
n 是一向量, 用 Given s 变换可将 x 的任一位置分量化为零, 而 x 中只有

两个分量发生变化. 如1≤i< k≤n 是两个指标, 记

I i- 1

co sΗ - sinΗ
I k- i- 1

sinΗ co sΗ
I n- k

(1. 1)

其中 co sΗ= x k ör, sinΗ= x iör, r= sign (x k ) x 2
i + x 2

k. 则有Q i, k x = (x 1, ⋯, x i- 1, 0, x i+ 1, ⋯, x k- 1,

r, x k+ 1, ⋯, x n) T. 可见对向量 x ∈IR
n , 可构造 Given s 变换Q 1, 2, ⋯,Q n- 1, n使

∏
1

j = n- 1
Q j , j+ 1x = ± úx úen (1. 2)

令

Q = ∏
1

j= n- 1
Q j , j+ 1 (1. 3)

　　本文用ABS 类中的H uang 算法[ 2, 3 ] , 讨论矩阵Q 的结构. H uang 算法是求解线性方程组

的一个直接法, 设方程组A x = b 是相容的, 其中A = (a1, ⋯, am ) T ∈ IR
m , n , b∈ IR

m , 下面给出
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H uang 算法求解A x = b 的计算步骤:

Huang 算法

(A )　取 x 1∈IR , K 1= I∈IR
n, n , if lag= 0, 取 i= 1.

(B )　计算 si= K ia i 及 Σi= a
T
i x i- e

T
i b.

(C)　若 si≠0转 (D ) ; 否则置 x i+ 1= x i, K i+ 1= K i, if lag= iflag+ 1. 当 i< m 时, 置 i= i+ 1转

(B ) , 否则, 停止计算, x i+ 1即为方程的解.

(D )　计算 p i= siö(s
T
i a i) 1ö2

(E)　计算 K i+ 1= K i- p ip
T
i , x i+ 1= x i+ (Σiöa

T
i p i) p i.

若 i= m , 则 x m + 1即方程组解, 停止计算; 否则, 置 i= i+ 1, 转 (B ).

H uang 算法有许多好的性质[ 2 ] , 这里列出与本文有关的性质.

(a)　设A 行满秩, 则{p 1, ⋯, pm }是一组标准正交向量组.

(b)　设A 行满秩, 则 K m + 1= I - ∑
m

j = 1
p j p

T
j .

(c)　K m + 1a j = 0, j = 1, ⋯,m.

(d)　x = x m + 1+ K m + 1s, s∈IR
n , 是A x = b 的通解.

(e)　如A 行满秩, 则 rank (K m + 1) = n- m .

在下一节里证明Q
T 的列可以由H uang 算法作用于一矩阵得到; 在最后一节, 对一些问题

给予讨论.

2　Q 矩阵的 Huang 算法表示

不妨假定 x ≥0, 记

r i= (∑
i

j= 1
x 2

j )
1
2 , 　i = 1, ⋯, n (2. 1)

Q i, i+ 1=

I i- 1

x i+ 1ör i+ 1 - r iör i+ 1

r iör i+ 1 x i+ 1ör i+ 1

I n- i- i

(2. 2)

容易验证

∏
l

j= i

Q j , j + 1x = (0, ⋯, 0, ri+ 1, x i+ 2, ⋯, x n) T , 　i = 1, ⋯, n - 1 (2. 3)

　　引理2. 1　如果Q 1, 2, ⋯,Q i, i+ 1由 (2. 1) , (2. 2)式定义, 则

∏
1

j = i

Q j , j+ 1 =

x 2ör2 - x 1ör2

x 1x 3ör2 r3 x 2x 3ör2 r3 - r2ör3

⋯ ⋯ ⋯

x 1x i+ 1ör i r i+ 1 x 2x i+ 1ör i r i+ 1 ⋯ x ix i+ 1ör i r i+ 1 - r iör i+ 1

x 1ör i+ 1 x 2ör i+ 1 ⋯ x iör i+ 1 x i+ 1ör i+ 1

I n- i- 1
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　　证明　用数学归纳法容易证明, 略.

由引理2. 1可得

　Q = ∏
1

j= n- 1
Q j , j+ 1

=

x 2ör2 - x 1ör2

x 1x 3ör2 r3 x 2x 3ör2 r3 - r2ör3

⋯ ⋯ ⋯

x 1x i+ 1ör i r i+ 1 x 2x i+ 1ör i r i+ 1 ⋯ x ix i+ 1ör i r i+ 1 - riör i+ 1

⋯ ⋯ ⋯

x 1x nörn- 1 rn x 2x nörn- 1 rn ⋯ ⋯ x n- 1x nörn- 1 rn - rn- 1örn

x 1örn x 2örn ⋯ ⋯ x n- 1örn x nörn

定理2. 2　如果 x 1≠0, 设 H uang 算法用于矩阵 (x , - en , ⋯, - e2) T 生成向量组{p 1, ⋯,

p n}, 即

K 1 = I ,

p 1 = x ö(x T x ) 1ö2,

K i = K i- 1 - p i- 1p
T
i- 1, i = 2, ⋯, n ,

p i = - K ien- i+ 2ö(en- i+ 2K ien- i+ 2) 1ö2, i = 1, 2, ⋯, n

(2. 5)

则

Q T en- j+ 1 = p j , 　j = 1, ⋯, n. (2. 6)

　　证明　用数学归纳法

首先指出 (2. 5) 式中的 p i 是有定义的. 由于 x 1≠0, 容易证明{x , en , ⋯, e2}是线性无关的,

由ABS 算法的性质 (见[ 3, §3. 2 ]) 可知 K ien- i+ 2 ( i= 2, ⋯, n) 不为零, 则由H uang 算法的性质

可知

e
T
n- i+ 2K ien- i+ 2> 0,

从而 (2. 5)式对 i= 2, ⋯, n 都有定义.

对 j = 1, p 1= x ö(x
T
x ) 1ö2= x örn= Q

T
en.

对 j = 2, K 2= I - p 1p
T
1. e

T
n K 2en= 1- (e

T
n p 1) 2= 1- (x nörn) 2= r

2
n- 1örn , 从而有

　p 2= - K 2enö(e
T
n K 2en) 1ö2= rnörn- 1 (- K 2en) = - rnörn- 1en+ x nörn- 1 rn (x 1, ⋯, x n- 1x n) T

= (x 1, ⋯, x n- 1, 0) T
x nörn- 1 rn- (rnörn- 1- x

2
nörn- 1 rn) en

= (x 1, ⋯, x n- 1, 0) x nörn- 1 rn- rn- 1örnen= Q
T
en- 1.

可见对 j = 1, 2都有 (2. 6)式成立. 假设 (2. 6)式对 j≤i ( i≥2)的所有指标 j 亦为真, 即

p j = Q
T
en- j+ 1

= x n- j+ 2örn- j+ 1 rn- j+ 2 (x 1, ⋯, x n- j+ 1, 0, ⋯, 0) T - (rn- j+ 1örn- j+ 2) en- j + 2, 2≤j≤i.

K i+ 1= I - ∑
i

j= 1
p jp

T
j .

对 i+ 1, 有

eT
n- i+ 1K i+ 1en- i+ 1= 1 - ∑

i

j= 1

(p j en- i+ 2) 2
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= 1 - ∑
i

j = 2

x 2
n- j+ 2a

2
n- i+ 1ö(rn- j+ 1 rn- j + 2) 2 - x n- i+ 1ör2

n

= 1 - x 2
n- i+ 1 (1ör2

n + ∑
i

j = 2
x n- j+ 2ö(rn- j+ 1 rn- j+ 2) 2)

= 1 - x 2
n- i+ 1 (1ör2

n + x 2
nör2

n- 1 r2
n + ∑

i

j= 3
x n- j+ 2ö(rn- j+ 1 rn- j + 2) 2)

= 1 - x 2
n- i+ 1 (1ör2

n + x 2
nör2

n- 1 r2
n + ∑

i

j= 3
x 2

n- j+ 2ö(rn- j+ 1 rn- j + 2) 2).

由数学归纳法容易得到

e
T
n- i+ 1K i+ 1en- i+ 1= 1- x

2
n- i+ 1ör

2
n- i+ 1= r

2
n- iör

2
n- i+ 1> 0.

于是有

p i+ 1= - K i+ 1en- i+ 1ö(e
T
n- i+ 1K i+ 1en- i+ 1) 1ö2= - rn- i+ 1örn- i (en- i+ 1- ∑

i

j = 1
p jp

T
j en- i+ 1)

= rn- i+ 1örn- i (- en- i+ 1+ x n- i+ 1 (x ör
2
n

　　+ ∑
i

j= 2

(x
2
n- j+ 2ör

2
n- j + 1 r

2
n- j+ 2 (x 1, ⋯, x n- j + 1, 0, ⋯, 0) T - (x n- j + 2ör

2
n- j+ 2) en- j+ 2)

= rn- i+ 1örn- i (- en- i+ 1+ x n- i+ 1 (x ör
2
n+ x

2
nör

2
n- 1 r

2
n (x 1, ⋯, x n- 1, 0) T - x nör

2
nen

　　+ ∑
i

j= 3

(x
2
n- j+ 2ör

2
n- j + 1 r

2
n- j+ 2 (x 1, ⋯, x n- j + 1, 0, ⋯, 0) T - (x n- j + 2öx n- j + 2) en- j + 2) ) )

= rn- i+ 1örn- i (- en- i+ 1+ x n- i+ 1 (1ör
2
n- 1 (1ör

2
n- 1 (x 1, ⋯, x n- 1, 0) T

　　+ ∑
i

j= 3

(x
2
n- j+ 2ör

2
n- j + 1 r

2
n- j+ 2 (x 1, ⋯, x n- j + 1, 0, ⋯, 0) T - (x n- j + 2öx

2
n- j + 2) en- j + 2) )

= rn- i+ 1örn- i (- en- i+ 1+ x n- i+ 1 (1ör
2
n- i+ 1 (1ör

2
n- i+ 2 (x 1, ⋯, x n- i+ 2, 0, ⋯, 0) T

　　+ x
2
n- i+ 2ör

2
n- i+ 2 (x 1, ⋯, x n- i+ 1, 0, ⋯, 0) T - (x n- i+ 2ör

2
n- i+ 2) en- i+ 2) ).

最后一个等号由数学归纳法可以证明. 于是

　p i+ 1= rn- i+ 1örn- i (- en- i+ 1+ x n- i+ 1 (1ör
2
n- i+ 1 (x 1, ⋯, x n- i+ 1, 0, ⋯, 0) T )

= rn- i+ 1örn- i (x n- i+ 1örn- i+ 1 (x 1, ⋯, x n- i, 0, ⋯, 0) T - (1- x
2
n- i+ 1ör

2
n- j+ 1) en- i+ 1

= rn- i+ 1örn- i (x n- i+ 1örn- i+ 1 (x 1, ⋯, x n- i, 0, ⋯, 0) T - r
2
n- i+ 1ör

2
n- i+ 1) en- i+ 1)

= rn- i+ 1örn- i+ 1 rn- i (x 1, ⋯, x n- i, 0, ⋯, 0) T - (rn- iörn- i+ 1) en- i+ 1)

= Q
T
en- i

可见 (2. 6)式对 i+ 1也成立, 定理得证.

推论2. 21　如果 x 1≠0, 则∑
n

j= 1
p jp

T
j = I.

证明　由性质 (b)有 K n+ 1= I - ∑
n

j = 1
p jp

T
j , 由性质 (c)

K n+ 1 (x , en , ⋯, e2) = 0,

而 x 1≠0, (x , e2, ⋯, e2)∈IR
n, n是一非奇异阵, 故有 K n+ 1= 0, 于∑

n

j= 1
p j p

T
j = I 成立.

由推论2. 21有 (p 1, ⋯, p n) (p 1, ⋯, p n) T = I , 而Q
T = (p n , ⋯, p 1) , 这表明Q

T
Q = I , Q 是正交
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矩阵.

3　讨　论

( 1) 　如果 x ≥0, x 1 = ⋯= x k = 0, x k+ 1≠0, k < n , 则{p 1, ⋯, p n }可由 H uang 算法作用于

(x , - en , ⋯, - ek+ 2, - ek , ⋯, - e1) T 得到, 同样有与定理2. 2相类似的结论.

( 2) 　如果 x 是任意非零向量, x 1≠0, 用 H uang 算法作用于 (x , - sign (x n ) en , ⋯, - sign

(x 2) e2) T 得到{p 1, ⋯, p n}, 有Q
T = (p n , ⋯, p 1) T 成立.

(3)　定理2. 2只是个理论结果, 它表达了Q 的结构, 不适于计算. 因为用H uang 算法得到

Q 至少需要n3

2
次乘法; 而用 (2. 2)及Q = ∏

1

j= n- 1
Q jQ j+ 1计算Q 至多需要4n

2次乘法.

(4)　可以用同样的方法得到下述正交变换的H uang 算法表示

Q x = ±úx úe1,

其中Q 也是一系列 Given s 变换的乘积.
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On Huang′s A lgor ithm and Given s′Tran sformation
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Abstract

T h is paper d iscu sses the rela t ion sh ip betw een H uang′s a lgo rithm and Given s′t ran sfo r2
m ation s. It is p roved tha t the p roduct m atrix of Given s tran sfo rm at ion s can be genera ted by

H uang′s a lgo rithm.
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