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摘　要　本文研究了系统 xβ+ f (xα) + g (x ) = 0的极限环的存在性, 其中 g (x ) 有两个

间断点并且不满足 g (x )õx > 0 (x ≠0). 还引进 [ 2, 3 ]中定义的 Филиппов解的概念, 利用

Филиппов解的整体存在性和普遍唯一性定理解决方程的解的存在唯一性问题, 得到了几个极

限环存在性定理.
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1　引　言

常微分方程的连续系统的极限环问题一直有人研究, 其结果甚多, 而对具有间隙动力系统

的极限环问题结果却不多, 尤其是具有不连续动力系统的情形结果更少. 事实上, 在许多实际

问题中, 经常会遇到具有的间隙动力系统. 如[1 ]中讨论的方程

xβ+ f (xα) + g (x ) = 0,

其中 f (xα) = - Αxα+ Βxα3, Α, Β> 0,

g (x ) =

Ξ2 (x - e) , x > e> 0,

0, ûx û≤e,

Ξ2 (x + e) , x < - e,

就是轧钢机的轧辊所服从的运动方程, 这个方程极限环的存在唯一性提供了轧钢机工作的理

论依据.

文[2, 3 ]中引进了不连续系统的 Филиппов解, 并给出了不连续系统 5 2解的整体存在性和

普遍唯一性定理及平面上的比较定理, 为研究不连续系统的极限环在解的存在唯一性方面打

下了基础.

本文考虑方程

xβ + f (xα) + g (x ) = 0, (3 )

其中 f (xα)是 xα的连续函数, g (x )可表为:
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g (x ) =

g 1 (x ) , 　x > e1> 0,

g 0 (x ) , 　- e2≤x ≤e1,

g 2 (x ) , 　x < - e2< 0,

其中 g 0 (x ) 为 x ∈ [ - e2, e1 ] 上的连续函数, g 1 (x ) 为 x ∈ (e1, + ∞) 中的连续、非负、单增函

数, g 2 (x ) 为 x ∈ (- ∞, - e2) 中的连续、非正、单增函数.

把 (3 )化成

xα= - y ,

yα= f (- y ) + g (x ).
(1. 1)

设 f (- y ) , g (x ) 总是满足 [ 2, 3 ]中不连续系统的 5 2解的整体存在性和普遍唯一性定理的条

件, 并且 f (0) = 0, 那么{ (x , 0) ûg (x ) = 0}为系统的奇点集. 设至少有一个 x 使 g (x ) = 0, 否则

系统没有平衡点从而没有极限环. 这里考虑 (3 )包含所有奇点的极限环存在性问题.

交换 (1. 1)中 x , y 得

xα= f (- x ) + g (y ) ,

yα= - x.
(1. 2)

作Филиппов变换 z = ∫
x

0
§d§得:

d z
d y

= - f (- 2z ) - g (y ) =
△

F 1 (z ) - g (y ) , x ≥ 0, (1. 3) 1

d z
d y

= - f ( 2z ) - g (y ) =
△

F 2 (z ) - g (y ) , x < 0. (1. 3) 2

　　因方程有不连续的右端, 引用[ 2, 3 ]中定义的 5 2解, 则以上各方程的 5 2解整体存在且唯

一.

因方程的右端分成三段, 可以研究三个服从不同方程的运动, 并将把下一运动的初始位置

与上一运动的最终位置“缝接”起来.

2　用特征点的方法研究极限环的存在性

考虑- e2≤y≤e1时的情形, 方程 (1. 3) i 变为

d z
d y

= F i (z ) - g 0 (y )　 ( i = 1, 2) , (2. 1) i

引进比较方程

d z
d y

= F i (z ) - M 0　 ( i = 1, 2) , (2. 1) ′
i

d z
d y

= F i (z ) - m 0　 ( i = 1, 2) , (2. 1) ″
i

其中M 0= m ax
- e2≤y≤e1

g 0 (y ) < + ∞,m 0= m in
- e2≤y≤e1

g 0 (y ) > - ∞.

设总存在 z i0> 0, 使得 (2. 1) i 过 (z i0, e1) 的积分曲线在- e2≤y ≤e1上整个落在 y 轴右端且

与 y = - e2相交, 以后均假设这两条积分曲线弧右端存在一个区域, 从这区域出发的 (2. 1) i,

(2. 1) ′
i, (2. 1) ″

i 的积分曲线均在 y 轴右端与 y = e1和 y = - e2相交 (其实这个要求并不算苛刻) ,
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由解的存在唯一性知在这些与 y = e1和 y = - e2相交的积分曲线簇上每个 y 对应唯一一个

z , 分别形式地记过 (z 0, y 0)的 (2. 1) i, (2. 1) ′
i, (2. 1) ″

i 的积分曲线在 y 处对应的 z 值为 z i = z i (y ,

z 0, y 0) , z i = z ′
i (y , z 0, y 0) , z i = z ″

i (y , z 0, y 0). 因为

F i (z ) - M 0≤F i (z ) - g 0 (y )≤F i (z ) - m 0,

所以d z
dy (2, 1) ′

i

≤d z
dy (2, 1)

i

≤d z
dy (2, 1) ″

i

, 由比较定理得对Π z 0> 0当 y≤y 0时,

z
′
i (y , z 0, y 0)≥z i (y , z 0, y 0)≥z

″
i (y , z 0, y 0).

当 y≥y 0时, z
′
i (y , z 0, y 0)≤z i (y , z 0, y 0)≤z

″
i (y , z 0, y 0).

补充定义 g 1 (y ) , g 2 (y )在[ - e2, e1 ]上等于零, 假定 g (±∞) = ±∞. 记

Q i (y , p ) = p y - ∫
y

0
g i (§) d§, 　i = 1, 2.

因
d 2Q i (y , p )

d t2 ≠0, y∈ (- ∞, - e2) ∪ (e1, + ∞) , i= 1, 2, 对任意给定的Q i (y , p ) 和 p 在 (- ∞,

+ ∞)上至多有两个 y 与其对应, 且若 (z 0, y 0) 满足 z 0+ c= Q i (y 0, p ) , 则 z≤z 0时有两个 y 满足

z + c= Q i (y , p ) , 这样 z + c= Q i (y , p ) 有两支解, 记大的那一支为Q
- 1
i+ (Q i (y , p ) , p ) , 小的那一

支为Q
- 1
i- (Q i (y , p ) , p ). 为使定理1叙述简便, 对 Αi, Βi ( i= 1, 2)定义如下:

定义1　 对 z i1 > z 0 ( i = 1, 2) , 记m 1 = m in
0≤z≤z 11

F 1 (z ) ,M 2 = m ax
0≤z≤z 21

F 2 (z ) , a1 = m in{m 1,

lim
y→- e2- 0

g 2 (y ) }, b1 = g - 1
2 (a1) , a 2 = m ax{M 2, lim

y→e1+ 0
g 1 (y ) }, b2 = g - 1

1 (a2) , Αi, Βi ( i = 1, 2) 分下面

6 种情况定义:

(1) 当 F 1 (z 11) > m ax{M 0, lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) } 时, 记 zλ11 = z ′
1 (- e2, z 11, e1) , 定义

Α1 = Q - 1
1+ (m 1g - 1

1 (F 1 (z 11) ) - ∫
g - 1

1 (F 1 (z 11) )

0
g 1 (§) d§ - z 11,m 1) ,

Β1 = Q - 1
2- 1 (m 1b1 - ∫

b1

0
g 2 (§) d§ - zλ11,m 1) ;

　　 (2)当 F 1 (z 11) ≤M 0 时, 记 z
=

11 = z 11 - m 1 (b1 + e2) +∫
b1

- e2

g 2 (§) d§, zλ11 = z ′
1 (e1, z

=

11 - e2) ,

定义

　　　　　　 Α1 = Q - 1
1+ (m 1e1 - zλ11,m 1) ,

Β1 = Q - 1
2- (m 1b1 - ∫

b1

0
g 2 (§) d§ - z 11,m 1) ;

(3) 当 lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) > M 0,M 0 < F 1 (z 11) ≤ lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) 时, 记 zλ11 = z ′
1 (- e2, z 11, e1) , 定义

　　　　　　　 Α1 = Q - 1
1+ (m 1e1 - z 11,m 1) ,

Β1 = Q - 1
2- (m 1b1 - ∫

b1

0
g 2 (§) d§ - zλ11,m 1) ;

(4) 当 F 2 (z 21) < m in{m 0, lim
y→- e2- 0

g 2 (y ) } 时, 记 zλ21 = z ″
2 (e1, z 21, - e2) , 定义

　　　　 Α2 = Q - 1
1+ (m 2b2 - ∫

b2

0
g 1 (§) d§ - zλ21,M 2) ,

Β2 = Q - 1
2- (M 2g - 1

2 (F 2 (z 21) ) - ∫
g - 1

2 (F 2 (z 21) )

0
g 2 (§) d§ - z 21,M 2) ;
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(5) 当F 2 (z 21) ≥m 0, 记 z
=

21 = z 21 - M 2 (b2 - e1) +∫
b2

e1

g 1 (§) d§, zλ21 = z ″
2 (- e2, z

=

21, e1) ,

定义

　　Α2 = Q - 1
1+ (M 2b2 - ∫

b2

0
g 1 (§) d§ - z 21,M 2) , Β2 = Q - 1

2- (- M 2e2 - zλ21,M 2) ;

(6) 当m 0 > lim
y→- e2- 0

g 2 (y ) , lim
y→- e2- 0

g 2 (y ) ≤F 2 (z 21) < m 0 时, 记 zλ21 = z ″
2 (e1, z 21, - e2) , 定义

　　　　 Α2 = Q - 1
1+ (M 2b2 - ∫

b2

0
g 1 (§) d§ - zλ21,M 2) , Β2 = Q - 1

2- (- M 2e2 - z 21,M 2).

定理1　假设

1)　 f (xα) ∈C 0 (- ∞, + ∞) , f (0) = 0, g (±∞) = ±∞, 且至少有一个 x 满足 g (x ) =

0, f (xα) , g (x ) 满足不连续系统 5 2解的整体存在性和普遍唯一性条件;

2)　存在 z 0 > 0, 且经过 (z 0, e1) 的d z
d y

= - g 0 (y ) 在[ - e2, e1 ] 上的积分曲线整个落在 y 轴

右端, 并在 z ∈ [0, m ax
- e2≤y≤e1

z (y , z 0, e1) ] (z = z (y , z 0, e1) 为d y
d z

= - g 0 (y ) 的解) 上有: F 1 (z ) ≤

0 ≤ F 2 (z ) , F 1 (z ) ¢ F 2 (z ) ;

3)　定义 1 的 Αi, Βi ( i = 1, 2) 满足 Α1 > Α2, Β1 > Β2, 则系统 (3 ) 至少存在一个稳定环.

D1

C1

图 1

D2C1C1

E1

D2

F2 (z) = g(y)
A 2

A 1

A 1

b1

A 2

e2

O

e1

b2

B 1B 1

B 2

B 2

C2

C2 D1

E2

D1

F1
(z) = g(y)

B 1
证明 　 先做外境界线, 只需证明特征曲线

g (y ) = F 1 (z ) 的过 (z 11, y 01) (这里 y 01 对 1) , 2) ,

3) 三种情况分别对应不同的值) 的上特征点的

纵坐标不小于 Α1, 下特征点的纵坐标不小于 Β1;

特征曲线 g (y ) = F 2 (z ) 的过 (z 21, 不大于 Α2, 下

特征点的纵坐标不大于 Β2, 由 Α1 > Α2, Β1 > Β2

即可做成外境界线.

1)　F 1 (z 11) > m ax{M 0, lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) }, 过

D{ 1 (z 11, g - 1
1 (F 1 (z 11) ) ) 做d z

d y
= m 1 - g 1 (y ) 的积

分曲线 # 1, 则 # 1 交正 y 轴于Bϖ1, 因为

d z
d y

= m 1 - g 1 (y ) , (2. 2) ″
1

所以 z + C = m 1y - ∫
y

0
g 1 (§) d§, 即 z 11 + C =

m 1g - 1
1 (F 1 (z 11) ) - ∫

g - 1
1 (F 1 (z 11) )

0
g 1 (§) d§. (2.

2) ″
1 与正 y 轴交点的纵坐标 yBϖ1 = Q - 1

1+ (0 + C ,

m 1) = Α1, 由比较定理得过D{ 1 的 (1. 3) 1 的上特

征点的纵坐标不小于 Α1. 再过D{ 1 做 (2. 2) ″
1 的积

分曲线交 y = e1 于D
=

1, 过D
=

1 做 (2. 1) ′
1 的积分曲线交 y = - e2 于C

=

1, 则 z (C
=

1) ≤ zλ11 ≤ z 11, 过

C
=

1 的 (1. 3) 1 的积分曲线与负 y 轴的交点的纵坐标不小于过 Eϖ1 (zλ11, b1) 的

d z
d y

= m 1 - g 2 (y ) (2. 2) ″
2
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的积分曲线与负 y 轴交点的纵坐标 yAϖ1 , y Aϖ1= Β1.

2 )　 F 1 (z 11) ≤M 0, 过E 1 (z 11, b1) 做 (2. 2) ″
2 的积分曲线交负 y 轴于Aϖ1, 则 y Aϖ1 = Β1. 再过E 1

作 (2. 2) ″
2 的积分曲线交 y = - e2 于Cθ1, z (Cθ1) = z

=

11, 过Cθ1 做 (2. 1) ′
1 的积分曲线交 y = e1 于D{ 1,

则 z (D{ 1) = zλ11, 过D{ 1 做 (2. 2) ″
1 的积分曲线交正 y 轴于Bϖ1, y Bϖ1 = Α1, 由比较定理知特征曲线

g (y ) = F 1 (z ) 的过 E 1 (z 11, b1) 的上特征点的纵坐标不小于 Α1, 下特征点的纵坐标不小于 Β1.

3)　 lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) > M 0 且M 0 < F 1 (z 11) ≤ lim
y→e1+ 0

g 1 (y ). 过D{ 1 (z 11, e1) 做 (2. 2) ″
1 的积分曲线

交正 y 轴于Bϖ1, y Bϖ1 = Α1, 过D{ 1 做 (2. 1) ′
1 的积分曲线交 y = - e2 于Cθ1, 则 z (Cθ1) = zλ11 ≤ z 11, 过

Eϖ1 (zλ11, b1) 做 (2. 2) ″
2 的积分曲线交负 y 轴于Aϖ1, 则 y Aϖ1 = Β1. 由比较定理和解的存在、唯一性知

过D{ 1 的 F 1 (z ) = g (y ) 的上特征点的纵坐标不小于过 Α1, 下特征点的纵坐标不小于 Β1.

可以对称地得到 F 2 (z ) = g (y ) 的过 (z 21, y 02) 的上特征点的纵坐标不大于 Α2, 下特征点纵

坐标不大于 Β2.

下面作内境界线: 过D 1 (z 0, e1) 作d z
d y

= - g 0 (y ) 的解交 y = - e2 于C 1, 分别过D 1 (z 0, e1) 做

(1. 3) i 的上半积分曲线交正 y 轴于B i, 分别过C 1 做 (1. 3) i 的下半积分曲线交负 y 轴于A i, (这

里因为条件 (2) 及经过外境界线上的任意一点的 (1. 2) 的轨线只能由外部穿到内部) , 且 yB 2 >

yB 1 , y A 2 > y A 1 , 回到 (x , y ) 平面上闭曲线A 1A 2D 1B 2B 1D 1A 1 便可作为环域定理的内境界线.

3　 用状态函数的方法研究极限环的存在性

图 2

F (z) = g1
(y)

Z

C1 C1

- F (z) = g2
(y)

A 1

A 1

e1

O

e1 D1

D1 (z1, g 1
1

(F (z1) ) )

y= y (z)
B 1

下面假设 F i (z ) , g (y ) 除满足引言中假设外还

满足: e1 = e2; F 1 (z ) = - F 2 (z ) =
△

F (z ) , z ≥ 0;

F (z ) , g i (y ) , i = 1, 2, 连续可微; g (y ) 为 (- ∞, +

∞) 上的奇函数.

考虑方程

d z
d y

= F (z ) - g (y ). (3. 1)

　　设 Κi (z , y ) = (F (z ) - g i (y ) ) 2ö2, 则
d Κi

d z (3. 1)

= (F (z ) - g i (y ) ) (F′(z ) - g ′
i (y ) 1

F (z ) - g (y )
) ,

如存在 z 1 > z 0, F (z 1) ≥ lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) , 且过 (z 1, e1)

的 (3. 1) 的积分曲线交 y = - e2, 设过 D{ 1 (z 1,

g - 1
1 (F 1 (z 1) ) ) 的 (3. 1) 的积分曲线交正 y 轴于Bϖ1,

交 y = e1 于D
=

1, 交 y = - e2 于C
=

1, 然后交负 y 轴于

A
=

1. 取 z (Cθ1) ≥ z (C
=

1) , 若过Cθ1 (z (Cθ1) , - e2) 的 (3.

1) 的积分曲线交负 y 轴于Aϖ1, 则 y Aϖ1 ≤ y A
=

1. 用 y = y (z ) 记 (3. 1) 过D{ 1 的上半积分曲线, 用 y

= yθ (z ) 过Cθ1 的下半积分曲线, 有:
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　　　∫D{ 1B
ϖ

1

d Κ1 = ∫
0

z 1

[ - g ′
1 (y ) + F′(z ) (F (z ) - g 1 (y ) ) ]d z = g 2

1 (yBϖ1
) ö2,

　　　∫Aϖ1Cθ1

d Κ2 = ∫
z (Cθ1)

0
[ - g ′

2 (yθ) + F′(z ) (F (z ) - g 2 (yθ) ) ]d z

= [F (z (Cθ1) ) - lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) ]2ö2 - g 2
2 (y Aϖ1

) ö2

≤ [F (z (Cθ1) ) - lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) ]2ö2 - g 2
2 (y A

=
1
) ö2,

所以 g 2
1 (y Bϖ1

) ö2 - g 2
1 (y A

=
1
) ö2 ≥∫D{ 1B

ϖ
1

d Κ1 + ∫Aϖ1Cθ1

d Κ2 -
1
2

[F (z (Cθ1) ) - lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) ]2

定理 2　 条件 (1) , (2) 同定理 1.

(3)　若存在 z 1 > z 0, F (z 1) > lim
y→- e1- 0

g 1 (y ) , 且过 (z 1, g - 1
1 (F (z 1) ) ) 的 (3. 1) 的积分曲线交

y = - e2, 还存在 z (Cθ1) ≥ z (C
=

1) , 使得

∫D{ 1B
ϖ

1

d Κ1 + ∫Aϖ1Cθ1

d Κ2 - [F (z (cγ1) ) - lim
y→e1- 0

g 2 (y ) ]2ö2 ≥ 0,

则系统 (3 ) 至少存在一个包含所有奇点的稳定环.

可以对称地讨论 F (z 1) < lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) 的情形.

如果 lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) ≤F (z 1) ≤ lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) , 且过 (z 1, e1) 的 (3. 1) 的积分曲线交 y = - e2, 设

过D{ 1 (z 1, e1) 的 (3. 1) 的积分曲线交y = - e1 于C
=

1, 交正y 轴于Bϖ1, 交负y 轴于A
=

1, 若存在 z (cγ1)

≥ z ( c
=

1) , 过 cγ1 (z (Cθ1) , - e1) 的 (3. 1) 的积分曲线交负 y 轴于Aϖ1, 则 y Aϖ1 ≤ y A
=

1.

类似于定理 2 有:

定理 3　 条件 (1) , (2) 同定理 1.

(3)　存在 z 1 > z 0, F (z 1) ∈ [ lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) , lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) ], 且过 (z 1, e1) 的 (3. 1) 的积分曲线

与 y = - e1, 存在 z (Cθ1) ≥ z (C
=

1) , 使∫D{ 1B
ϖ

1

d Κ1 + ∫Aϖ1Cθ1

d Κ2 + [F (z 1) - lim
y→e1+ 0

g 1 (y ) ]2ö2 -

[F (z (Cθ1) ) - lim
y→- e1- 0

g 2 (y ) ]2ö2 ≥ 0, 则系统 (3 ) 至少存在一个稳定环.

4　例　　子

例1　可以验证[1 ]中讨论的方程满足定理1、定理2的条件.

例2　xβ+ f (xα) + g (x ) = 0,

g 1 (y ) =

y 3, y > 1

sin2Πy , - 2 ≤ y ≤ 1,

y 3, y < - 2,
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F 1 (z ) =

- sinΠz , z ≤ 12,

N õ sin (z - 1) Π, 12 ≤ z ≤ 25
2

,

Fϖ1 (z ) , z >
25
2

,

F 2 (z ) =

sinΠz , z ≤ 12,

- (N + 1) sin (z - 1) Π, 12 ≤ z ≤ 25
2

,

Fϖ2 (z ) , z >
25
2

,

Fϖi (z )是任意的满足解的存在、唯一性条件的函数,N ∈[3, + ∞).

容易验证这个方程满足定理1的条件, 从而至少有一个稳定环.
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Abstract

T h is w o rk is abou t the ex istence of the lim it cycle of equat ion

xβ + f (xα) + g (x ) = 0,

w here g (x ) has tw o discon t inuou s po in ts and does no t sa t isfy g (x )õx > 0, x ≠0. W e u se the

concep t of F illipov so lu t ion defined in [4, 5 ] and get severa l theo rem s of ex istence of lim it cy2
cle.

Keywords　F illipov so lu t ion, sta te funct ion, characterist ic po in t, lim it cycle.
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