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正交随机测度的极大族的构造和唯一性
Ξ

林　一　星
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摘　要　本文解决了正交随机测度极大族的构造和极大族的唯一性问题.
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文 [ 1 ]指出: 任意可测空间 (G , B)上的一族两两关系正常的正交随机测度可扩充成一个

极大族; 文[2 ]指出: 极大族的唯一性问题没有解决,在不唯一的情况下,选择哪一个极大族作

为积分的定义问题,特别是极大族的构造法,从而积分的构造性定义,这三个问题的解决或部

分解决,将是对关于平方可积鞅的随机积分理论的一个推进. 本文研究了正交随机测度极大族

的构造和极大族的唯一性.

定义1 [ 1 ]　设B 是G 的某些子集所成的 Ρ2代数, X 是H ilbert 空间,映射 F : B→X 满足

下列两个条件:

(1)　当A 1,A 2∈B,A 1∩A 2= Á 时, (F (A 1) , F (A 2) ) = 0;

(2)　{A n}< B 是两两不相交的集列,则 F (∪
õ

n= 1
A n) = 2

õ

n= 1
F (A n) ,则称 F 为正交随机测度.

设 F 1, F 2是两个正交随机测度,当A 1,A 2∈B,A 1∩A 2= Á 时,

(F 1 (A 1) , F 2 (A 2) ) = 0,

则称 F 1与 F 2关系正常.

引理2　设 F 为正交随机测度,则

(1)　集函数〈F〉(A ) = (F (A ) , F (A ) ) = úF (A ) ú 2是可测空间 (G , B)上的测度;

(2)　当A 1,A 2∈B 时, (F (A 1) , F (A 2) ) =〈F〉(A 1∩A 2) ;

(3)　若A 1,A 2,⋯,A n 为两两不相交的可测集,则 F (∪
n

i= 1
A i) = 2

n

i= 1
F (A i).

证明　由定义1直接得到.

注　设 ∃ 为两两关系正常的正交随机测度族,则S P ∃ 也是两两关系正常的正交随机测度

族,而且 ∃< S P ∃. 因此,不失一般性,可设 ∃ 为两两关系正常的正交随机测度线性空间.

定理3　设 ∃ 为定义在B 上取值于X 中的两两关系正常的正交随机测度线性空间,令
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(PB ) ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) ) = 2

n

i= 1
ΚiF i (A i ∩B ) ,

B ,A i∈B, Κi∈R , F i∈∃ , i= 1, 2,⋯, n ,则 (PB )可延拓为由 X 的闭子空间

cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F ∈ ∃}〗

到闭子空间

cl[S P {F (A ∩B ) ûA ∈B, F ∈ ∃}〗

上的投影算子,而且定义于B 上取值于闭子空间 cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗中的投影算

子的集映射 P 是一个谱测度. P 称为由两两关系正常的正交随机测度线性空间 ∃ 产生的谱测

度.

证明　 (1) 证明 PB 是子空间 S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}到子空间 S P {F (A ∩B ) ûA ∈B,

F∈∃}的有界线性算子,且úPB ú= 1, (PB ) (PB ) = PB .

易知 PB 是线性的,当A 1,A 2∈B, A 1< A 2时, ú F (A 1) ú〈ú F (A 2) ú. 用数学归纳法易证,存

在有限个两两不相交的可测集{D j },使得

2
n

i= 1
ΚiF i (A i) = 2

k

j= 1
ΡjE j (D j ) , {Ρj } < R , {E j } < ∃ ,

则

úPB ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) ) ú 2 = úPB ( 2

k

j= 1
ΡjE j (D j ) ) ú 2 = ú 2

k

j= 1
ΡjE j (D j ∩B ) ú 2

　 = 2
k

j= 1
(ûΡj ûúE j (D j ∩B ) ú ) 2〈 2

k

j= 1
(ûΡj ûúE j (D j ) ú ) 2

　 = ú 2
k

j = 1
Ρj E j (D j ) ú 2 = ú 2

n

i= 1
ΚiF i (A i) ú 2,

因此 úPB ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) ) ú〈ú 2

n

i= 1
ΚiF i (A i) ú ,所以 úPB ú〈1.

又因 PB ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i∩B ) ) = 2

n

i= 1
ΚiF i (A i∩B ) ,于是 úPB ú = 1,显然 (PB ) (PB ) = PB .

(2)　证当 x , y∈S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}时,

( (PB ) x , y ) = (x , (PB ) y ).

　　设A i,D j∈B, Κi, Ρj∈R , F i, E j∈∃ , i= 1, 2,⋯, n , j = 1, 2,⋯, k ,因为

( (PB ) ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) ) , 2

k

j = 1
Ρj E j (D j ) )

　 = ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i ∩B ) , 2

k

j = 1
Ρj E j (D j ) )

　 = 2
n

i= 1
2
k

j= 1
ΚiΡj (F i (A i ∩B ) , E j (D j ) )

　 = 2
n

i= 1
2
k

j= 1
ΚiΡj (F i (A i ∩D j ∩B ) , E j (A i ∩D j ∩B ) )

　 = 2
n

i= 1
2
k

j= 1
ΚiΡj (F i (A i) , E j (D j ∩B ) )

　 = ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) , (PB ) ( 2

k

j= 1
ΡjE j (D j ) ) ).

　　 (3)　PB 的延拓,成为投影算子.
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设 x∈cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗,则存在 x n∈S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃},使得lim
n→õ

ú

x - x nú= 0,因为

ú (PB ) x n- (PB ) x m ú〈úx n- x m ú→0,　n ,m→õ,

所以{ (PB ) x n}收敛于 cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗中的向量. 令

(PB ) x = lim
n→õ

(PB ) x n∈cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗,

因为ú (PB ) x ú= lim
n→õ

ú (PB ) x nú〈lim
n→õ

ú x n ú = úx ú ,于是 (PB )是 cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗上

的有界线性算子.

当 x , y∈cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗时,存在 x n , y n∈S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃},使úx

- x nú→0, úy - y nú→0,因为

( (PB ) x , y ) = (lim
n→õ

(PB ) x n , lim
n→õ

y n) = lim
n→õ

( (PB ) x n , y n)

　 = lim
n→õ

(x n , (PB ) y n) = (lim
n→õ

x n , lim
n→õ

(PB ) y n) = (x , (PB ) y ) ,

所以 (PB ) = (PB ) 3 .

若 x∈cl[S P {F (A ∩B ) ûA ∈B, F∈∃}〗,取 x n∈S P {F (A ∩B ) ûA ∈B, F∈∃},使úx -

x nú→0,则

(PB ) x = lim
n→õ

(PB ) x n= lim
n→õ

x n= x ,

因此 (PB ) (PB ) = PB . 于是 PB 是由 cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗到 cl[S P {F (A ∩B ) ûA ∈

B, F∈∃}〗上的投影算子.

(4)　证集映射 P 是谱测度.

显然 (PG ) = I (恒等算子).

设{cj }< B 是两两不相交的, c= ∪
õ

j= 1
cj ,由 (PB )的定义知,在 S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}上

有

P (∪
k

j= 1
cj ) = 2

k

j= 1
(P cj ).

通过极限运算知,在 cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗上也有

P (∪
k

j= 1
cj ) = 2

k

j= 1
(P cj ).

由于 lim
k→õ

úΚiF i (A i∩ c) - 2
k

j= 1
ΚiF i (A i ∩ cj ) ú = 0, i = 1, 2,⋯, n ,因此

lim
k→õ

ú 2
n

i= 1
ΚiF i (A i ∩ c) - 2

k

j = 1
2
n

i= 1
ΚiF i (A i∩ cj ) ú = 0 ,

即

lim
k→õ

ú (P c) ( 2
n

i= 1
ΚiF i (A i) - 2

k

j = 1
(P cj ) ( 2

n

i= 1
ΚiF i (A i) ) ) ú = 0,

所以当 x 0∈S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}时, lim
k→õ

ú (P c) x 0 - 2
k

j= 1
(P cj ) x 0ú = 0.

设 x∈cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗,则有 x n∈S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃},使 x n→x ,任给

�> 0,取N ,使úx - x N ú<
�
3

,固定 x N ,存在 k 0,当 k> k 0时,
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ú (P c) x N - 2
k

j= 1
(P cj ) x N ú <

�
3

,

因此,当 k> k 0时,

ú (P c) x - 2
k

j = 1
(P cj ) x ú

　〈ú (P c) (x - x N ) ú + ú 2
k

j= 1
(P cj ) (x N - x ) ú + ú (P c) x N - 2

k

j = 1
(P cj ) x N ú

　〈úx - x N ú + ú (P ∪
k

j= 1
cj ) (x N - x ) ú +

�
3

<
�
3

+ úx N - x ú +
�
3

< �,

于是 P c = 2
õ

j= 1
P cj ,故集映射 P 是谱测度. 证毕.

推论4　设 F 为定义在B 上取值于X 中的正交随机测度,令

(PB ) ( 2
n

i= 1
ΚiF (A i) ) = 2

n

i= 1
ΚiF (A i∩B ) ,

B , A i∈B, Κi∈R , i= 1, 2,⋯, n. 则 (PB )可延拓为由 X 的闭子空间 cl[S P {F (A ) ûA ∈B}〗到

闭子空间 cl[S P {F (A ∩B ) ûA ∈B}〗上的投影算子,而且定义于B 上取值于闭子空间 cl[S P

{F (A ) ûA ∈B}〗中的投影算子的集映射 P 是一个谱测度. 谱测度 P 称为由正交随机测度 F

产生的.

定理5　设 ∃ 为定义在B 上取值于X 中的两两关系正常的正交随机测度线性空间,而且

cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗= X ,则包含 ∃ 的两两关系正常的正交随机测度极大族是{P x û

x∈X },而且极大族是唯一的,还有 P (F (G ) ) = F , F∈∃ ,其中 P 是 ∃ 产生的谱测度,当A ∈B
时, (P x ) (A ) = P (A ) x.

证明　由文[2 ]定理1知, {P x ûx∈X }是两两关系正常的正交随机测度极大族.

因为 F (G )∈X = cl[S P {F (A ) ûA ∈B, F∈∃}〗,从而设 úF (G ) - 2
nk

i= 1
Κ(k )

i F
(k )
i (A (k )

i ) ú → 0,

k →õ , {Κ(k)
i }< R , {A

(k)
i }< B, {F

(k )
i }< ∃ ,因为 P (A )是投影算子,所以

2
nk

i= 1
Κ(k )

i F
(k)
i (A (k )

i ∩A ) = (PA ) ( 2
nk

i= 1
Κ(k)

i F
(k)
i (A (k)

i ) → (PA ) (F (G ) ) ,

令 F
ε

k (A ) = 2
nk

i= 1
Κ(k)

i F
(k)
i (A

(k)
i ∩A ) ,A ∈B,则 F

ε
k 是正交随机测度,且与 F 关系正常,从而 F - F

ε
k

也是正交随机测度,于是

ú (F - F
ε

k ) (G ) ú 2= ú (F - F
ε

k ) (A ) ú 2+ ú (F - F
ε

k ) (GøA ) ú 2,

由前面一个极限式,得 F
ε

k (G )→F (G ) ,故

F
ε

k (A )→F (A ) ,　k→õ,

由前面另一个极限式, 又得 F
ε

k (A ) → (PA ) (F (G ) ) , 所以 P (F (G ) ) (A ) = (PA ) (F (G ) ) =

F (A ) ,A ∈B,因此 P (F (G ) ) = F , F ∈ ∃ ,于是{P x ûx ∈X }是包含 ∃ 的两两关系正常的正

交随机测度极大族.

设 F
0

是与 ∃中每个正交随机测度关系正常的正交随机测度,用一样的证法可得 P (F
0

(G ) )

= F
0

,因此, F
0

∈ {P x ûx ∈X },极大族唯一性获证.

推 论 6　 设 ∃ 为两两关系正常的正交随机测度族, 如果 ∃ 中有一个 F 0, 满足
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cl[S P {F 0 (A ) ûA ∈B}〗 = X ,则包含 ∃ 的两两关系正常的正交随机测度极大族是{P 0x ûx

∈X },而且极大族是唯一的,还有

P 0 (F (G ) ) = F ,　F ∈ ∃ ,

其中 P 0 是 F 0 产生的谱测度,当A ∈B 时, (P 0x ) (A ) = P 0 (A ) x.

证明　证法与定理5的证法一样.

定理7　F : B→X 是正交随机测度,则 cl[S P {F (A ) ûA ∈B}〗= X 的充要条件为: 与 F

关系正常的两个正交随机测度,一定关系正常.

证明　由定理5和反证法即知.
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Abstract
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