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一 个M aslov 指标公式及应用
Ξ

卢　广　存
(南开大学南开数学研究所, 天津300071)

摘　要　本文给出辛流形 (M , Ξ)和 (M , - Ξ)的乘积辛流形 (M ×M , ΞÝ (- Ξ) ) 中L a2

grange 子流形 ∃M : = { (x , x ) ûx∈M )的M aslov 指标的计算公式, 并讨论它的一些应用.

关键词　M aslov 指标, L agrange 子流形, 单调辛流形.
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设 (M , Ξ)是一个辛流形,L 是它的一个L agrange 子流形. 定义M aslov 指标同态

I Λ,L : Π2 (M ,L )→Z

如下: 设 Α∈Π2 (M ,L ) , 任取它的一个光滑代表元, v: (D
2
, 5D 2) → (M , L ). 那么精确到同伦辛向

量丛 v
3

TM →D
2有唯一辛平凡化

D
2×R

2n→v
3

TM : (z , Φ) û→5 (z ) Φ∈T v (z )M ,

这给出 (R
2n

, Ξ0) 中所有 L agrange 子空间集 + (n) 中一条回路. 这条回路在 Π1 (+ (n) ) =

H 1 (+ (n) , Z) 中对应元记为 5v. 设 Λ∈H
1 (+ (n) , Z) 是万有M aslov 类 (见[1 ]). 则定义 I Λ,L (Α)

= Λ(5v ) ∈ Z.

这个定义的下述具体表示在计算中是方便的. 设L 0= { (x , y ) ∈R
2n

: y = 0}. 因对每个 z∈

5D 2
= S

1
, 5 (z ) - 1

T v (z )L 是 (R
2n

, Ξ0)中一个L agrange 子空间. 人们可取辛矩阵回路

S
1→SP (2n; R ) , z û→A (z )

使A (z )L 0= 5 (z ) - 1
T v (z )L , Π z∈S

1
. 从正交辛矩阵

(A (z ) T
A (z ) ) - 1ö2

A (z ) =
X (z ) - Y (z )

Y (z ) X (z )

知X (z ) + iY (z )是酉阵. 现在映射

S
1→S

1, z û→det (X (z ) + iY (z ) ) 2

的B rouw er 度就等于 I Λ,L (v ).

在[3 ]中,D. M cD uff 和D. Salam on 给出了相对M aslov 类的公理化定义. 如 (E , Ξ)→D
2是

2n 维辛向量丛, F→5D 2是它限制到 5D 2的L agrange 子丛. 按刚才办法利用辛平凡化

D
2×R

2n→E , (z , Φ)→5 (z ) Φ∈E z

定义L agrange 回路 S
1→+ (n) , z û→5 (z ) - 1

F z 的M aslov 指标, 记它为 Λ(E , F ) = ΛΞ (E , F ). 按

这个记号 I Λ,L (v ) = Λ(v
3

TM , v
3

TL ).
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写 J (M , Ξ) 为M 上与 Ξ 相容近复结构全体. 这个空间可收缩, 故复向量丛 (TM , J ) 的

第一陈类不依赖于 J ∈J (M , Ξ)的选取, 记为 c1 (M ) = c1 (M , Ξ). 本文主要结果是

定理　设 (M , Ξ) 是辛流形, ∃M 是乘积辛流形 (M ×M , ΞÝ (- Ξ) ) 的 (对角线)L agrange 子

流形. 则对任一光滑映射 v: (D
2, 5D 2)→ (M ×M , ∃M )

I Λ, ∃M
(v ) = 2c1 (M ) (vζ) , (1)

这里 vζ: S
2
= D

2∪D{ 2→M , vζ (z ) = v 1 (z ) , z∈D
2并且 vζ (z ) = v 2 (z ) , z∈D{ 2

, v = (v 1, v 2) , D{ 2是与D
2

上方向相反的圆盘.

为了证明这个定理, 先给出两个引理.

引理1
[ 7 ]　设L 是辛流形 (M , Ξ) 的L agrange 子流形. 光滑映射w , w ′: (D

2
, 5D 2) → (M , L )

满足w û 5D 2= w ′û 5D 2. 令 u: S
2
= D

2∪D{ 2→M , u (z ) = w (z ) , z∈D
2
, u (z ) = w ′(z ) , z∈D{ 2

, 则

I Λ,L (w ) - I Λ,L (w ′) = 2c1 (M ) (u ).

引理2　设 (E , Ξ)→D
2是一个辛向量丛. F→5D 2是它在 5D 2上限制的L agrange 子丛, 则

Λ- Ξ (E , F ) = - ΛΞ (E , F ).

证明　取 J ∈J (M , Ξ) 使 J z F z∩F z = {0}, Π z∈5D 2. 利用 E 上黎曼度量 g J (Φ, Γ) = Ξ (Φ,

J Γ)人们能找 (E , Ξ)的一个辛正交平凡化

D
2×R

2n→ (E , Ξ) , (z , Φ) û→5 (z ) Φ
使在 5D 2上 5 (z ) - 1

F z = L 07 (z ) , 这里

7 (z ) =
X (z ) - Y (z )

Y (z ) X (z )

是正交辛矩阵. 设A : R
2n→R

2n是由矩阵

0 I n

I n 0

T

=
0 I n

I n 0

- 1

=
0 I n

I n 0

确定的线性变换, 则A
3 Ξ0= - Ξ0并有 (E , - Ξ)的辛正交平凡化

D
2×R

2n→ (E , - Ξ) , (z , Φ) û→5 (z )A Φ.
因为

(5 (z )A ) - 1
F z = A

- 15 (z ) - 1
F z = L 0

Y (z ) - X (z )

X (z ) Y (z )

及 ΛΞ (E , F ) , Λ- Ξ (E , F ) 分别为映射 S
1→S

1
, z û→det (X (z ) + iY (z ) ) 2和 S

1→S
1
, z û→det (Y (z )

+ iX (z ) ) 2
= (- 1) n

det (X (z ) + iY (z ) )的B rouw er 度, 可知引理成立. □

定理的证明　取光滑映射

v = (v 1, v 2) , v′= (v 2, v 1) : (D
2
, 5D 2)→ (M ×M , ∃M ).

令

vζ1 (z ) =
v 1 (z ) , z∈D

2
,

v 2 (z ) , z∈D{ 2
;
　vζ2 (z ) =

v 2 (z ) , z∈D
2
,

v 1 (z ) , z∈D{ 2

和 vζ (z ) = (vζ1 (z ) , vζ2 (z ) ) , vζ′(z ) = (vζ2 (z ) , vζ1 (z ) ). 由引理1得

I Λ, ∃M
(v ) - I Λ, ∃M

(v′) = 2c1 (M ×M , Ξ Ý (- Ξ) ) (vζ). (2)

另一方面, 由引理2及前面讨论不难得到
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　　　　I Λ, ∃M
(v′) = Λ(v′) 3 (ΞÝ - Ξ) ( (v′)

3
T (M ×M ) , (v′)

3
T ∃M )

= - Λ(v′) 3 ( (- Ξ) Ý Ξ) ( (v′)
3

T (M ×M ) , (v′)
3

T ∃M )

= - Λv3 (ΞÝ (- Ξ) ) (v
3

T (M ×M ) , v
3

T ∃M )

= - I Λ, ∃M
(v ). (3)

从陈类的性质

c1 (M ×M , Ξ Ý (- Ξ) ) = Π3
1 c1 (M , Ξ) - Π3

2 c1 (M , Ξ) ,

这里 Π1, Π2分别为M ×M 到第一因子及第二因子的投影. 有

c1 (M ×M , ΞÝ (- Ξ) ) (vζ) = c1 (M , Ξ) (vζ1) - c1 (M , Ξ) (vζ2) = 2c1 (M , Ξ) (vζ1).

结合这与 (2) , (3)一起就证明了定理. □

下面考虑定理的应用, 在辛几何中人们常常把辛流形上辛映射的研究转换成乘积辛流形

中它的图象研究. 这个图象是一个L agrange 子流形. 利用定理中公式可把施加在辛映射及辛

流形 (M , Ξ)的一些条件转换成施加在图象L agrange 子流形上一些条件.

对辛流形 (M , Ξ)及它的L agrange 子流形L , 考虑同态

I Λ,L : Π2 (M ,L ) → Z , 　I Λ,L (v ) = Λ(5v ) ,

I Ξ: Π2 (M ,L ) →R , 　I Ξ (v ) = ∫D 2 v
3 Ξ,

I c1: Π2 (M ) → Z, 　I Ξ (u ) = c1 (M ) ( (u ) ) ,

I
δ

Ξ: Π2 (M ) →R , 　I
δ

Ξ (u ) = ∫S 2 u
3 Ξ.

　　写 j: Π2 (M )→Π2 (M ,L )为典则同态, 则

IδΞ (a) = I Ξ ( j (a) ) , 　Π a ∈ Π2 (M ). (4)

　　命题3　若 Υ:M →M 正合 (exact) 同痕于恒同映射 idM , 则对 (M ×M , ΞÝ (Ξ) ) 中它的图象

L agrange 子流形

L : = Graph (Υ) = { (x , Υ(x ) ) ûx ∈M }

有常数 Κ∈R , 使

I ΞÝ (- Ξ) = ΚI Λ,L Ζ I
δ

Ξ = 2ΚI c1. (5)

　　证明　设 Υt:M →M 为 Υ到 idM 的一个正合同痕, 则

5 t= idM ×Υt: (M ×M , ΞÝ (- Ξ) )→ (M ×M , ΞÝ (- Ξ) )

是从 idM ×Υ到 idM ×M 的一个正合同痕, 且有 5 1 (∃M ) = Graph (Υ). 利用M aslov 指标的辛同痕

不变性及 I ΞÝ (- Ξ)的正合同痕不变性可知如有常数 Κ∈R 使 I ΞÝ (- Ξ) = ΚI Λ,L , 则有

I ΞÝ (- Ξ) = ΚI Λ, ∃M

成立. 反之变然. 因此 (5)等价于

I ΞÝ (- Ξ) = ΚI Λ, ∃M
Ζ IδΞ = 2ΚI c1. (6)

对任何光滑映射 v = (v 1, v 2) : (D 2: 5D 2) → (M ×M , ∃M ) , 如 I ΞÝ (- Ξ) (v ) = ΚI Λ, ∃M
(v ) , 则由定理及

其证明知 I ΞÝ (- Ξ) (v ) = I
δ

Ξ (vζ)和 I Λ, ∃M
(v ) = 2c1 (M ) (vζ). 这表明 I

δ
Ξ (vζ) = 2ΚI c1

(vζ). 注意到任何光

滑映射 u: S
2→M 可写为这种形式, 得到 I

δ
Ξ= 2ΚI c1. 从证明知反过来也成立, (6)得证. □

按照[2 ], [ 4 ], 如有常数 Κ≥0使 IδΞ= ΚI c1或 I Ξ= ΚI Λ,L 则称 (M , Ξ) 或L 是单调辛流形或单调
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L agrange 子流形. 对应地在 Κ< 0时分别称为反单调辛流形或反单调L agrange 子流形.

A rno ld 关于辛流形上正合辛微分同胚的不动点的个数下界和辛流形中两个L agrange 子

流形交点个数的下界有一族猜测, 其中一个猜测断言: 如闭辛流形 (M , Ξ) 上正合辛微分同胚 Υ
的所有不动点都非退化, 则# F ix (Υ) 不小于M 的所有Bett i 数之和. 对适当的紧对称H erm ite

空间, 从[4 ]中定理Ë 可推出这个猜测成立.

命题4　设 (M , Ξ, J )是一个紧H erm ite 空间, 并且子群[c1 (M ) û Π2 (M ) ]< Z 的正生成子不

小于2 (不可约紧H erm ite 对称空间上此条件成立). 若正合辛微分同胚 Υ: M →M 的所有不动

点非退化, 则# F ixΥ≥SB (M ; Z2). □

注意到 (M ×M , ΞÝ (Ξ) , J Ý (- J ) )也是紧H erm ite 对称空间, 且 ∃M 是反全纯对合等距

Ρ: (M ×M , J Ý (- J ) )→ (M ×M , J Ý (- J ) ) , (x , y ) û→ (y , x )

的不动点集, ∃M = F ixΡ. 在命题4假设下, 由命题3有 2 ∃M
≥4, 因此结论可从 [ 5 ]中主要定理推

出.
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A M aslov Index Form ula and Appl ica tion

L u Guang cun
(N ankai Ins. of M ath. , N ankai U niv. , T ian jin 300071)

Abstract

In th is no te w e give a rela t ion fo rm u la betw een the M aslov index of the L agrange sub2
m an ifo ld ∃M in the p roduct sym p lect ic m an ifo ld (M ×M , Ξ Ý (Ξ) ) and the first Chern class

c1 (M ) and discu ss its app lica t ion.

Keywords　M aslov index, L agrange subm an ifo ld, m ono tone sym p lect ic m an ifo ld.
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