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摘　要　本文证明了: 设 R 为 charR ≠0, G 为有限生成的A bel 群, 则: P ∈F
=

(R G ) 当

且仅当ϖ s> 0, 使得 P s∈F= (R G ).
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众所周知, 群环上的投射模是刻画群环的一个有力工具, 它不仅可以推广多项式环的性

质, 而且在群的表示理论中有着极其广泛的应用. 本文研究群环上投射模的幂自由与自由性的

等价关系. 所有环都是带单位元交换环.

命题 1　如果 Π P ∈ P
=

(R ) , P ∈ F
=

(R ) 当且仅当 ϖ s > 0, 使得 P s ∈ F
=

(R ) , 则下列两款

等价:

(1)　R ∈ P F.

(2)　K
�

0R 为挠群.

证明　 (1) ] (2) 显然.

(2) ] (1)　Π P ∈ P
=

(R ) , 因为 K
�

0R 为挠群, 故 ϖ s > 0, 使得 s [P ] = 0
-

, 即 ϖ t > 0, 使得

s[P ] = t[R ], 从而[P s ] = [R t ], 故 ϖ m > 0, 使得 P sm ∆ R tm , 由条件知 P ∈ F
=

(R ) , 因此R ∈

P F.

因此幂自由与自由性等价的环上就可以利用约化群的挠性来研究其投射自由性.

命题 2　 下列四款等价:

(1)　ϖ s > 0, 使 P s ∈ S F (R ).

(2)　ϖ t > 0, 使 P t ∈ F
=

(R ).

(3)　ϖ m > 0, 使 P á m ∈ S F (R ).

(4)　ϖ n > 0, 使 P á n ∈ F
=

(R ).

证明　 (1) ] (2) 显然.

(2) ] (4)　根据文[2 ] 定理易证.

(4) ] (3)　显然.

(3) ] (2)　 因为 P á m ∈S F (R ) , 故存在 k > 0 使得 (P á m ) k ∈ F
=

(R ) , 由文[2 ] 定理知 ϖ l

> 0, 使得 (P á m ) á l ∈ F
=

(R ) , 从而 P á m l ∈ F
=

(R ) , 又由文[2 ] 即得 ϖ t > 0, 使得 P t ∈ F
=

(R ).
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引理 3　 设R 为半遗传环, G 为有限生成的无挠A bel 群, 则 K 0R G ∆ K 0R.

证明　 因为 R 为半遗传环, 故 R , R [x 1, ⋯, x n ] 都是凝聚环, 更有 R [x 1, ⋯, x n, x
- 1
1 , ⋯,

x
- 1
n ] 也是凝聚环. 又因为 w. gl. d im R ≤ 1,w. g l. d im R [x 1, ⋯, x n , x

- 1
1 , ⋯, x

- 1
n ] ≤ w. gl.

d im R [x 1, ⋯, x n ] = w. gl. d im R + n ≤ n + 1 < ∞, 所以R , R [x 1, ⋯, x n , x
- 1
1 , ⋯, x

- 1
n ] 都是拟

正则环, 从而类似于文[3 ] 引理 9 即可得 K 0R [x 1, ⋯, x n , x
- 1
1 , ⋯, x

- 1
n ] ∆ K 0R , 亦即 K 0R G ∆

K 0R.

定理 4　 设R 为A rtin 环且 charR ≠ 0, G 为有限生成的A bel 群, 则下列两款等价:

(1)　P ∈ S F (R G ).

(2)　ϖ s > 0, 使 P s ∈ S F (R G ).

证明　 (1) ] (2) 显然.

(2) ] (1)　 设G = G 0 Ý To rG , G 0 为有限生成的无挠群. 因为R 为A rtin 环, 所以根据文

[4 ] 知R öJ (R ) 为V N 正则环, 更为半遗传环; 由引理 3 即得:

K 0 (R öJ (R ) )G 0 ∆ K 0 (R öJ (R ) ) ∆ K 0R 为无挠群.

因为 charR ≠ 0, 不妨设 charR = q, 所以 qõ 1 = 0, 即有 qõ (1 + J (R ) ) = 0 + J (R ) , 故

charR öJ (R ) ≠ 0, 不妨设 charR öJ (R ) = p
r1
1 , ⋯, p

rs
s , (p 1, ⋯, p s) = 1. 所以R öJ (R ) = R 1 Ý ⋯

Ý R s, 这里 charR i = p
ri
i (1 ≤ i ≤ s). 由于w. gl. d im R öJ (R ) = m ax

1≤i≤s
w. gl. d im R i = 0, 所以R i

为V N 正则环.

由前述讨论可知 K 0R iG 0 为无挠群.

若 ûTo rGû ∈U (R iG 0) , Π P ∈P
=

(R iG ) , 如果ϖ s, t > 0, 使得P s ∆ (R iG ) st
, 因为P 也是有

限生成投射R iG 02模, 因此有 R iG 02模同构: R iG0P
s ∆ R iG0

(R iG ) st ∆ (R iG 0) stûTorGû.

由于 K 0R iG 0 为无挠群, 故有稳定同构: R iG0P ∆
s

(R iG 0) tûTo rGû.

不妨设 Υ: R iG0P Ý (R iG 0) m ∆ (R iG ) t Ý (R iG 0)m , 更有

R iG0P Ý (R iG 0) m ûTo rGû ∆ (R iG ) t Ý (R iG 0) m ûTo rGû ,

从而有

Υ: R iG0P Ý (R iG ) m ∆ (R iG ) t Ý (R iG ) m
.

定义 Ω: Ω(p ) = ûTo rG û - 1 ∑
g∈To rG

g - 1Υ(g õ p ) , Π p ∈ R iG0P Ý (R iG )m
, 可以证明 Ω为同构, 即

有R iG2模同构: Ω: P Ý (R iG ) m ∆ (R iG ) t Ý (R iG ) m
, 从而有 P ∆

s

(R iG ) t
, 故 K 0R iG 为无挠群.

因为 charR i = p
ri
i , 如果 p iùûTo rGû , 则 (p

ri
i , ûTo rGû ) = 1, 故 ϖ k , l 使得

k õ p
ri
i + lõ ûTo rGû = 1,

从而有 1R = 1õ 1R = (k õ 1R ) (p
ri
i õ 1R ) + ( lõ 1R ) (ûTo rGû õ 1R ) = ( lõ 1R ) õ ûTo rG û õ 1R ) , 因

此 ûTo rG û ∈U (R ) , 由前述讨论知 K 0R iG 为无挠群.

如果 p iûûTo rG û , 则可设 ûTo rGû = p
t
iq

s1
1 , ⋯, q

sn
n , 故有分解:

To rG ∆ G p i
Ý G q1 Ý ⋯ Ý G qn

.

因为 charR i = p
ri
i , 根据文[3 ] 命题 3 知 charR öJ (R ) = p i; 又由文[3 ] 引理 5 即得:

　　　K 0R iG ∆ K 0 (R iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qn
) )G p i

∆ K 0 (R iG 0) (G q1 Ý ⋯ Ý G qn
).
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这里由于 charR iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qn
) = charR i = p

ri
i , 故

charR iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qn
) öJ (R iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qn

) ) = p i.

又因为 p iùûTo r (R iG 0) (G q1 Ý ⋯ Ý G qn
) û , 从而由前述讨论即知: K 0R iG 为无挠群. 因而

K 0R 1G Ý ⋯ Ý K 0R nG ∆ K 0 (R 1 Ý ⋯ Ý R n)G ∆ K 0 (R öJ (R ) )G 为无挠群.

作环同态:

f : R G → (R öJ (R ) )G , ∑
g

rg g →∑
g

rg g.

由于R 为A rtin 环, 所以 Kerf = J (R )G = N (R )G < N (R G ) < J (R G ) , 因此有单同态:

K 0f : K 0R G : → K 0 (R öJ (R ) )G

由于 K 0 (R öJ (R ) )G 为无挠群, 易证 K 0R G 也为无挠群.

设ϖ s> 0, 使得 P
s∈S F (R G ) , 不妨设: P

s1 Ý (R G ) m 1 ∆ (R G ) m 2 , 故存在 s2, 使得 P
s2∈F=

(R G ) , 从而可设 P
s2∆ (R G ) s2 rankP

, 因此有 s2õ ( [P ]- [ (R G ) rankP
]) = 0, 注意到 K 0R G 为无挠的,

从而[P ]- [ (R G ) rankP
]= 0, 亦即 P ∈S F (R G ).

进一步有:

定理 5　 设R 为A rtin 环且 charR ≠ 0, G 为有限生成的A bel 群, 则下列两款等价:

(1)　P ∈ F
=

(R G ).

(2)　ϖ s > 0, 使得 P s ∈ F
=

(R G ).

证明　 (1) ] (2) 显然.

(2) ] (1)　因为R 为A rtin 环且 charR ≠ 0, 不妨设 charR = p
r1
1 ⋯p

rn
n , (p 1, ⋯, p n) = 1,

则有分解: R ∆ R 1 Ý ⋯ Ý R n , 这里R i 仍为A rtin 环且 charR i = p
ri
i (1 ≤ i ≤ n).

因为R i 为N oether 环且 K dim R i = 0 ≤ 1, 而且由引理 3 知 K 0R iG 0 ∆ K 0R , 即 Π P ∈ P
=

(R iG 0) , 有[P ] ∈ Im [K 0R i → K 0R iG 0 ]. 根据文[5 ] 定理知 ϖ Q ∈ P
=

(R i) , 使得: P ∆ R iG 0 á
R i

Q ,

由于R i ∈U CP , 容易证得 R iG 0 ∈U C P 0.

设 ûTo rGû ∈U (R iG 0) , Π P ∈S F (R iG ) , 不妨设P Ý (R iG ) u ∆ (R iG ) v
, 注意到有R iG 02模

同构:

P Ý (R iG 0) uûTo rGû ∆ (R iG 0) vûTo rGû
.

注意到 ûTo rGû ∈U (R iG 0) , 从而易知 P ∈ S F (R iG 0). 由R iG 0 ∈U C P 即知 P ∈ F
=

(R iG 0) , 亦

即有:

Υ　P ∆ (R iG 0) (v- u) ûTo rGû ∆ (R iG ) v- u.

令 Η: R iGP → (R iG ) v- u. Π p ∈ P , Η(p ) = ûTo rG û - 1 ∑
g∈To rG

g - 1Υ(g õ p )

可以证明 Η为R iG2模同构, 即 P ∈ F
=

(R iG ) , 所以R iG ∈U C P.

由于 charR i = p
ri
i , 如果 p iùûTo rGû , 类似于定理 4中讨论可转化为 ûTo rG û ∈U (R i) 讨论.

如果 p iûûTo rG û , 不妨设 ûTo rGû = p
r
iq

t1
1 ⋯q

ts
s , 则有 To rG ∆ G p i

Ý G q1 Ý ⋯ Ý G qs
. 由于

p iùûTo r (G 0 Ý G q1 Ý ⋯ Ý G qs
) û , 由前述讨论知R iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qs

) ∈U C P.

作环同态:

Υ: R iG →R iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qs
) , ∑

g∈Gp i

rg g → ∑
g∈Gp i

rg.
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由于 KerΥ为诣零理想, 所以 KerΥ< J (R iG ) , 另一方面 R iG 0 (G q1 Ý ⋯ Ý G qs
) ∆

R iGöKerΥ∈U CP , 类似于文[1 ] 中定理 2 的讨论知R iG ∈U C P , 容易验证R G ∆ (R 1 Ý ⋯ Ý
R n)G ∆ R 1G Ý ⋯ Ý R nG ∈U C P.

所以 Π P ∈ P
=

(R ) , 若存在 s > 0, 使得 P s ∈ F
=

(R G ) , 则更有 P s ∈ S F
=

(R G ) , 根据定理 4

即得 P ∈ S F (R G ) , 从而 P ∈ F
=

(R G ).

推论 6　设R 为A rtin 环且 charR ≠ 0, G 为有限生成的A bel群, 令S = R [ [x 1, ⋯, x n ] ],

则下列两款等价:

(1)　P ∈ F
=

(S G ).

(2)　ϖ S > 0, 使得 P s ∈ F
=

(S G ).

证 明 　 注 意 到 S G ∆ (R [ [x 1, ⋯, x n ] ])G ∆ (R G ) [ [x 1, ⋯, x n ] ], 从 而 K 0S G ∆
K 0 (R G ) [ [x 1, ⋯, x n ] ] ∆ K 0R G 为无挠群, 并且S G ∆ (R G ) [ [x 1, ⋯, x n ] ] 为稳定自由S G2模都

自由的环, 故易证得.

推论 7　设R 为半准素环且 charR ≠ 0, C 1 为有限生成的A bel群, 令S = R [ [x 1, ⋯, x n ] ],

则下列两款等价:

(1)　P ∈ F
=

(S C 1).

(2)　ϖ S > 0, 使得 P s ∈ F
=

(S C 1).
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M odules with Free Powers over Group R ings

Chen H uany in
(D ep t. of M ath. , H unan N o rm al U niversity, Changsha 410006)

Abstract

In th is paper, w e ob ta in the fo llow ing resu lt:

L et R be ring w ith charR ≠0, G be a fin itely genera ted abelian group. T hen P is a fin ite2
ly genera ted free R G 2m odu le if and on ly if there ex ists som e s > 0 such tha t P s is a fin itely

genera ted free R G 2m odu les.

Keywords　A rtin ring, K 0 2group and characteric.
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